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1 ! " # $ % Mn & ' (*) + ,.-
(1.1) k /10.2 35476�8:9<; . n ≥ 3 = k >@?A2�8CB<DFE@G�8:9<; . k H>JILKNMJO E > n PRQS>.TU9WV nE = (Z/n)2 E.XJY[Z]\^; . XJY]_U`

α : nE
∼
→ (Z/n)2 / E > acbNd n e.f 8gDih .

S /7j]kUlWm , f : E → S /gInKoMpO�8q9<; . ( 8]r:E@s.t]u 0 : S → Evow^xny{z5| DF; . }W~@���F�q��� l5=�I�K�M�O�ZF\A; .) f >na�bWd n ef�8g=oX�Y α : nE
∼
→ (Z/n)2

S >��.8{ZA\5; . �U��Z nE = Ker[n : E → E]= S HS>@V[j]kNlUm5Z^\R; .

n ≥ 3 /o�p�]9[; . � S Ep��� , ILKWMpO f : E → S 8Fa{bNd n e.fS>�
(f : E → S, α) >p�.6L/1� x , �.>5XpY5�S>5TU9��.�L/ F (S) 8:9[; :

F (S) = {(f : E → S, α)}/ ∼=�5�^�U�
S 7→ F (S) =p�5���U ]Z^\F; . Spec Z[ 1

n
] HS>R¡F�.¢]£�TNj kUlm Mn Z Z[ 1

n
] H[jAm�lN¤A¥A¦o§�¨ v 1 Z�\�;]©�> voª.« � , ��>U¬ � /�R� 9S; . 8 r1E , Mn >ih x >JIiKNM�O f : E → Mn 8�aqb.d n eFf

α : nE
∼
→ (Z/n)2

v�ª.« � , (f : E →Mn, α) =p.®.¯n/^©@¦ .8�r�E ch k - n T�;�052 3R476 k Ep��� , k H°>5j.mFlU¤^TF¡R�R¢�£�MO Mn 8 , �5>nh x >iacbNd n e.f ¦S±o>�.®AILKWMpO E → Mn

voª5«
9<; .

(1.2) k = C >�8W± Mn 8 E =J§°><² h@E w]xiyqz ; . Mn =JB[D�ENXYST ϕ(n) ³S>@´.µA¶.Pn/�©o· , �5>5¸�8g¦ M0
n =

M0
n = Γ(n)�H

Z�\F; . �.��Z H = {τ ∈ C | Im τ > 0} =�H�¹Nº.»]Z , SL(2, R)
v

H E¼F½ E ( a b
c d ) · τ = aτ+b

cτ+d
Z7¾R¿F9[; .

Γ(n) = {γ ∈ SL(2, Z) | γ ≡ I mod n}
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= H E���� 3.¥.¦F���FQ[TS�JE@¾^¿R9[; .� τ ∈ H =���� Lτ = Zτ + Z 8CILKUM�O Eτ = C/Lτ /��	�]; . γ ∈

Γ(1) = SL(2, Z) Ep��� Eγτ 8 Eτ =5XpY[Z^\R; . Eτ > n PAQ<=
nEτ =

(
1

n
Lτ

)

/Lτ

Z w^xnycz , m ∈ (Z/n)∗ E@� � , { τ
n
, m

n
} =5�U> Z/n H<>�
�/ w�x ; . ²��| acbNd n e.f αm : nEτ

∼
→ (Z/n)2 Z

α−1
m

(
(

1

0

)
)

=
τ

n
, α−1

m

(
(

0

1

)
)

=
m

n

T];]©�> voªA« 9<; . ��S>iaqb5d n eAf<¦S±o>pILKUM�O =[��>[²<h@E� yqz ; (Eτ , α) E5XJY[Z�\F; . γ ∈ Γ(n) EJ��� (Eγτ , α) 8 (Eτ , α) =.XY[Z^\F; .

Mn >�¶AP (Mn)m = m ∈ (Z/n)∗ Z�������� yqz , (Mn)m = Γ(n)�HE.XpY[Z�\�� , τ ∈ H E.= (Eτ , αm)
v ����9°; . 8]rgE m = 1 >�8W±g�

�]9[;�¶.P (Mn)1 = M0
n >nh x Z^= , τ ∈ H E5= (Eτ , α1),

α−1
(
(

1

0

)
)

=
τ

n
, α−1

(
(

0

1

)
)

=
1

n
,

v ����9[; .

M0
n >Lh x >�.®�� E →M0

n =J§<> ² h�E@e.¶�� z ; . } �"!$#AV Z2

/ H × C E
(m, n) · (τ, z) = (τ, z + mτ + n)

Z�¾F¿%��& , �.>('n/ EH 8:9<;<8 , )�* EH → H = Eτ /.�[�����[l 89<;1InKWM�O Z�\F; . Γ(n) / H × C E
(a b

c d

)

· (τ, z) =
(aτ + b

cτ + d
,

z

cτ + d

)

Z�¾F¿+��&<; . � z = Z2 >�¾F¿S/-,�.�/F9[;U>UZ Γ(n) = EH → H E ©¾�¿F9<; . �A>�¾^¿°E ²W;0'n/ E 8g9[; . )�* f : E → Γ(n)�H = M 0
nv21 ·"35¥ z ; . f =JInKUM�O Zo�i� �����°l.= Eτ Z�\4� , � y ELa{bd n e.f α1 /^©@¦ .

EH −−−→ E


y



yf

H −−−→ M0
n
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� >������ /J9[;<8�� E = (Γ(n) n Z2)�(H × C) Z^\^; . X
	 Ep�.¶P (Mn)m >nh x >�InKUMJO�8^acb5d n e.f vNw]xLy�z , � z�y /5}S8-�;°8 Mn >nh x >�5®.InKWMJO E →Mn / � ; .a:bAd.e^f α = nE >���<¦n± 
�� (t1, t2) / w<x ; . Weil pairing

en : nE × nE → µn E[² � en(t1, t2) = e
2πim

n , m ∈ (Z/n)∗
v � }F; .

m ∈ (Z/n)∗ Ep���^9[; (E, α) >��������W� v (Mn)m Z�\F; .

(1.3) Mn >���£������ / Mn � ²�3 E >��^£�� ��� / f : E →Mn /
Spec Z[ 1

n
] >nh x Z�052[3]E@eA¶]9<;��^8 v Z°±N; [DeRa]. Mn = “ !#"

/ � z ~�I�KWMJO + acbNd n e.f ” > fine ���$���W�UZF\F; .

k = C >S87±%�<� z y =�&�']>]²]h1E w�x ;^�F8 v Z<±W;�( Mn >��F£
�)��� / Mn =

Mn = Γ(n)�(H ∪ {cusp >��.� })
>+*]Z^\�� , cusp ∞ >�,.-]Z^=p§°> ²[h�E w�xLyqz ; .

Γ1 =
〈(1 n

0 1

)〉

⊂ Γ(n) /%/1032FP.V , c > 0 /+4NP$5 , Hc = {τ ∈ H |

Im τ > 0} 8:9<;<8 , _o`
(Γ1�Hc) ∪ {∞} −→ Γ(n)�H∗

=76��5�<>98 �[� 1 ZF\ � , :�;<=p¹7< e−
2πc

n >76]K�= D EJ_o` τ 7→ q =

e
2πiτ

n E]² �qXJY ZF\F; .

Γ1�Hc ∪ {∞}
e

2πiτ
n

−−−→ D
⋃ ⋃

Γ1�Hc −−−→ D∗ = D − {0}

Γ1�Hc =3> >.\NDR~?6 K%= D∗ EUXpY Z�\F; . @S> cusp s ∈ Q E���� |© ρ ∈ SL(2, R) / ρ(s) =∞ TA;R²�hgE<8�� , XA	°E�� x ;R�R8 v Z[±�; .

f : E →M = ∞ >�,�- D Z�§<> ²]h�E w�x ;^�^8 v Z°±W; . E|D∗ =
Hc × C / Γ1 n Z2 >@¾F¿�ZCB%� | � yqz ; v , �J>p¾F¿S/ Γ1 n Z2 >�2P.V

Γ1 n Z · (0, 1) ⊂ Γ1 n Z2

E�DFE59[;[8 , §S> ²]hqZ^\F; :

(1 n

0 1

)

: (τ, z) 7→ (τ + n, z)

(0, 1) : (τ, z) 7→ (τ, z + 1)
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²�� | Hc × C > Γ1 n Z · (0, 1) E]²W;�'<=7_W`
(τ, z) 7→

(

q = e
2πiτ

n , t = e2πiz
)

E ² � D∗ × C∗ 8�XJY ZF\F; . �[� | (Γ1 n Z2)/(Γ1 n Z · (0, 1)) =

Z· < σ > = D∗ × C∗ E ,

σ : (q, t) 7→ (q, qnt)

8C¾F¿ � , �5>('S= E|D∗ Z^\F; .

ED∗ = D∗ >Lh x >����FT � l��oj � ��£�� d�/ Z >p¾^¿�Z7B%� | �y{z ;W>UZ , �J> � l��oj�� �i£�� d°/ D >Sh x > “ � l$�7j	� �i£�� d>�
�/ ” E��� � , � z / Z Z7B%� | ED∗ /�� 1 D E5����_W`i/^©p¦��
	A6 ED / � ;���87/1� x ; . ¦ } � , D∗ × C∗ /+6��.��85� | � 1 , DE7_o`L/���¦S²]hgT ( � E�Y ZRTND ) j.mRlU¤ATUj kWlUm (D∗ ×C∗)∼ Z ,§<>���� v ����ZF\ � , Z >@¾R¿ v ( �F�����]lF/��F¦ ) ¾R¿]E����°/���¦©7>^/geA¶^9[; .

D∗ × C∗ −−−→ (D∗ × C∗)∼


y



y

D∗ −−−→ D

�J>@¾R¿ = �5¯"!N´"#]ZR���AQ /��<~NTNDA>oZ , �N>0' ED / 8p;^�F8 vZS± , ���
ED∗ −−−→ ED


y



y

D∗ −−−→ D

/ � ; . �5��Z ED → D =N� �R_o`�81TF; . � cusp E � D | �J>]²]h1EeR¶ � z ;�
�/n/%$2&o� � , f : E →M / � ; .

(D∗ × C∗)∼ >�e.¶°= � l�&�'C��(*)i/@¿]D | §°>[² h�EUT�� z ; . R2

>�+n/ , i ∈ Z Ep� �
∆i = (1, i), (1, i + 1) Z-,N¶ � z ; cone( . )

( � ²(3A�U> /10 ) E�² � w^xnycz ;F©�>S8{9 ; . � �F9 ; � l2&'����?	6 X∆ =p� i EJ��� C2 /�354 � , � z y /�6 �g\�7�&S;���8pE ²	� � yz ; . X∆ = C∗×C∗ /+6��.��8U� | � 1 , _o` p : X∆ → C /�� · , §<=
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�-� :

C∗ × C∗ −−−→ X∆


yp1



yp

C∗ −−−→ C

X∆ > 0 ∈ C E � �F;R� �@�7�[lR=���SMpO P1 > i ∈ Z Z ����� � yqz~�� Z^\F; :

`0 `1 `2

X∆ > D �]>9DFE p−1(D) / (D∗ × C∗)∼ 8C� �F; . Z > R2 � >�¾R¿ /
σ : (a, b) 7→ (a + nb, b)

Z�� �^;[8 , +SE�¾F¿R9 ; . �%� | X∆ � ²�3 (D∗×C∗)∼ E@¾R¿ � , �.;>p¾F¿[=5�p�FQ�/%�°~5T.D . ² � | ' ED = Z�(D∗ × C∗)∼
v�ª5« 9[; .

σ = `i / `i+n Enhq¦A9�>UZ , ED > 0 E � �^;A�[���o�[lA= n ³S> P1 ¥y T^;��]����d^Z^\F; (Néron n-gon 81Dih ).

2
� 	 
 � & ) $ �  � + �S' � ! � " �

(2.1) �$�UV Γ ⊂ SL(2, Z)
v

H EW�@�NQ�T<��E1¾.¿n� , ¥N¦ S = Γ�H>�6�� v � E 8g9°; . Γ = Γ(n), n ≥ 3,
v �A>[²°h1T��]Z]\�;�( S =

Γ�(H ∪ {cusp �.6 }) =��^£��)� � Riemann »]Z^\R; . :�� >]² h1E@IKUMpO f : E → S
v�ªN« � , §°=F�[�@���<l�� Z^\R; .

EH −−−→ E


y



yf

H −−−→ S

ωS = f∗Ω
1
E/S = S H<>J�����FZ H EW¸�±A©��{9L8 dz E^²���� ��/+� z ;

( :��S>[² h�E , z =^�[�����[lR>��N?�8�9[; ). �7> �%� /<=J� cusp ∈ S>�>R¦[±�,�- D∗ E � �.; ωS > ����/ /�¸�± � �19 . T��FT y ( : �°>"!# /g¿RDR;�8 ) Hc×C E Γ1nZ2
v ¾.¿L� | DA; v , � z = dz ∈ Ω1

Hc×C/Hc

5



/��]¦.¥ y Z^\F; . �7> ωS > D∗ HS>Wu�» dz
v sFQ[TS��E � �FZS±U;²[hgT S HS>7� ����8N� | ωS /g����9[; .��� � � k > Γ-cusp *5�°>���� Sk(Γ) = H H >(,
	]¬72 f : H → CZ

f(γτ) = (cτ + d)kf(τ), ∀τ =
(a b

c d

)

∈ Γ

/ 1 ~ � , � cusp Z�> Fourier �16�>p�R2�� v 0 Z]\^;]©�>��A6<Z�\�; .� z = ωk
S

= ω⊗k
S
>UuW» Z cusp E�s^QL/�� ¦L©7>J�R6 8@X?!� Z�±N; .¦[}%� D =

∑

i Pi / cusp >���8:9[;<8 ,

Sk(Γ) = Γ(S, ωk
S
(−D)).

���°= f(τ)←→ f(τ)(dz)⊗k Z^\R; .

S HSEN=������ R1f∗Q
v \ � , �N>p����� Symk R1f∗Q / 82� , �N>+�

��� &�'�� � �������?�UlF/�� x ; . !#"°E S H°>������ L >+� ��� &�'
��� ���������5l.= , ���<T�_U`

H1
c (S, L)→ H1(S, L)

>p`�8 ��� � z , H̃1(S, L) Z���9 . j : S ↪→ S / 8 �� 1 8:9 ;<8
H̃1(S, L) = H1(S, j∗L)

Z�\ � , � z /�����8N� | ©5²pD . �.;<>@���°=0��S>�§R¨^Z�!#" �����
���Nl 8N� | !�"�/�Z°±U; .

(2.2) � �$� &�'�� � ���������Ul 8 �NY.*"�°>U¬�%°=�&$' > ShimuraX�Y]Z w xny{z ; . �J>@��� E�¦AD | = L2 ���������Ul^/�¿�DA~ Zucker>�&(' v \R; ) Annals of Math., 1979).

*#+
k ≥ 0 E����5���<T.XpY

Sk+2(Γ)⊕ Sk+2(Γ)
∼
→ H̃1(S, Symk R1f∗Q)⊗ C

voª5« 9[; .

(2.3) &�' Γ = Γ(n) 87� k
nW = H1(Mn, Symk R1f∗Q) 8 � r . Sk(Γ(n))EN= Hecke ¾.¿WG v ¾A¿R9 ; . � �^9 ;�¾R¿WG v � ��� &'+� � �������

�5lAE © ªN« 9<; .
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p /1G.2<Z 6= ch k, (p, n) = 1 8g9<; . k H >�IiKUMpO�> � (E, F ) 8
p-isogeny ϕ : E → F � ²�3�a{b5d n eAf α : nE

∼
→ (Z/n)2 ¥ y T];� l�� (ϕ : E → F, α) /�� x , �.>.XJYA� > fine �F�����N��/ Mn,p 89<; . � z = Spec Z[ 1

n
] HS>Wj]kNlUm5Z , §°>1��� v \R; .

E
q′
1←−−− q∗1E

ϕ
−−−→ q∗2E

q′
2−−−→ E



yf



y



y



yf

Mn
q1

←−−− Mn,p = Mn,p
q2

−−−→ Mn

�A�@Z qi =�FEU_o` Z
q1 : (ϕ : E → F, α) 7→ (E, α),

q2 : (ϕ : E → F, α) 7→ (F, α′)

~��<� α′ = α 8 ϕ : nE
∼
→ nF ² � 1 · 3W¥ z ; F >na�bUd n e5f , }o~

ϕ =�A® 3RT p-isogeny Z^\^; .¾F¿UG Tp /
Tp = q1∗ϕ

∗q∗2 : H̃1(Mn, Symk R1f∗Q)→ H̃1(Mn, Symk R1f∗Q)

E ² � � �^; . }W~�_W` Ip : Mn →Mn / (E, α) → (E, p−1α) Z7� �
Rp = pkI∗

p 8�9<; . Shimura XJY / ¼�� , �7> Tp = Sk(Γ(n)) E�¾F¿�9[;
Hecke ¾^¿UG Tp � ²�3F�5>��
	 Tp EJ����9[; . }U~ Rp EW¦RD | ©�X
	Z�\F; .}U~ , k

nW E.= Petersson ���SEp����9[;�5O�*.**� v�ª5« 9[; .

3
k
nW & ! � � � �

��>��S= [Sch] E[�p~ v h (
(3.1) Mn /�&?:[> ¼ � , f : Xn →Mn /:N®UI�K�M@O ( &?:[= E →Mn8������ ©�� ), f : Xn → Mn � ���$�F£ � � � /������ . k ≥ 1 �! #" ,

Xk
n =

k $
︷ ︸︸ ︷

Xn ×Mn
× · · · ×Mn

Xn

� Xn � Mn % � k &'�)(�*+-,�.��/����� . 0�12�

Xn
k

=

k $
︷ ︸︸ ︷

Xn ×Mn
× · · · ×Mn

Xn
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� ��� . Xn
k ������� �	��
 , ���� ���������

x1y1 = · · · = xkyk

� ��� � . Xn
k → X

k

n ������� ��������� � ��� .

Xk
n −−−→ X

k

n

f



y



yf

Mn −−−→ Mn

X
k

n

�� !����"�#�$ 1!%'&�()� .

Xn
k � �!�����!�)�+* �-,'. ��/1032 � .

������4!5
Σ
� �6� �87 45 ��, ��9 Σ0 ⊂ Σ1 ⊂ · · · ⊂ Σk−2 = Σ �;:8
 , dim Σi = i & Σi − Σi+1��<�= .�>�&?( � . Σ0 ��@�A .�B�CED " , F)��& Σ1 �!@�A .;B�CGD " ,

· · · , Σk−2 ��@�A .�B�CED ��� �  ���� � � � . H ��I!J �LK .NMOCGPRQS ��, �UT�V'�XW :3Y�Z\[^] �)�X_
Xn

�`* �� Oa!b ��: F . µ2 = {±1} � inversion x 7→ −x � "Rc Xn �
( *+-,�. �Udfe chg;i)�'� . j�� (Z/n)2 �+k;l a �  " , mon�p n qr �Us "�c  �t � �Gu8v sa �-, ��w!x�y!z-� Xn ��g;i)�'� . , e c�{|O}

(Z/n)2 o µ2 � Xn ��g;i)��� .

X
k

n

�+* �  �a�b �;: F . Xn
k �� �a�~ Sk � |8}��+� �����/��"	cGg

i ��� . j�� ((Z/n)2 o µ2)
k � Xn

k � |8})�+��� �!� % &GV?���-,'.�
g;i)��� . H ��g�i � Sk �`g�i���, [�������� 2 ���8& , { |8}

Γk
n = ((Z/n)2 o µ2)

k o Sk

� X
k

n ��g�i)��� . H	2 � �6� � X
k

n � �`g�i'� ��
 % � � .

(3.2) Γk
n

��* �-,'.�	�fj����O� sgn : Γk
n → {±1} �U� F . (1) k!� Y

µ2 �f.���& �������8� &?()� . (2) k!� Y (Z/n)2 �f.R��& � �	� . (3)Sk

��.R��& � ��� �+�����o�8����� .

Q[Γk
n] � Γk

n � ~� 1��" ,

ε =
1

Γk
n

∑

σ∈Γk
n

sgn σ · σ ∈ Q[Γk
n]

�3¡�¢h� , ε
� ��£ � l�&�( � . Γk

n ��¤O¥ V �  " V (ε) = Im[ε : V → V ]

� ��� .
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Γk
n

�
X

k

n ��� ��� A�� . H∗(X
k

n, Q) ��g'i��'� . H�H�& H∗(X) =
⊕

i

H i(X) &�( � . j�� ,

k
nW = H̃1(Mn, Symk R1f∗Q)

� ��� .

	�
 �6��� 0��
k
nW ∼= H∗(X

k

n, Q)(ε)

�������� .

� ����� �-��� k
nW

�
Q % � ����� .)( (X

k

n, ε, 0) ��� ��� A�� .)� 0
�-&�()�`_ �?¢ �'H � ����� . ( (X

k

n, ε, 0)
�  �t � � Gal(Q̄/Q) � ` �

¤!¥ � : F8_
(3.3) k�� � d �����'�� �t � � ��� � . ( : k

nW �"! Y ��� � . ('�
"	cGq���&�£ �+_# � ��$ �%� Hecke g�i�& � ���'� .)( ��( ��"	cG����� ��_ (2.3) �) �2�X¡?�
� �O� q′1, q

′
2 ��i���c Xn Z 0 # 2 �+* ��� "�# �  �t Tp �

Tp = (q′1)∗(ϕ)∗(q′2)
∗

�-, [ �,$ � . 0�1 � Xk
n � �.-  !t Tp �U�!��&�£ �+_ # � 70/N�-�

�'H?�!�-, [ X
k

n � �.-  !t Tp �U�1$ ��_�H`2 � � ��� A�� . H∗(X
k

n

� �"-�2 0"� Tp �43 ¢ _���5 3.1 �h¡��
� 0�� � Tp � g�i �76�8 ���;H
����9;:��"< � 2���_
� c f ∈ Sk+2(Γ1(n)) �G��� χ � : F �!����� 2�� new form � � �+_# � Fourier =�> f =

∑

n≥1
anqn �%? # & Q %�@ � � 2 �`%N� L �

� ��_
	�


L � ? # � : F ����� . ( Mf & * � b�A)� � F : � ������
�`_�& # ` � L � & +�B;B�p λ | ` �! )� � λ- � ¤�¥ Hλ(Mf)

� ��& #
p - n` �X¡ ��c0C Y�D &;( [ �OQ S � Frobenius Fp �� �"4�

det(1− FpX) = 1− apX + χ(p)pk+1X2

��E;� �E_
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Mf

�
H∗(X

k

n)⊗ L ��! Y ����� .)(G&;( [ � L- ! Y���� ��"Uc �
⋂

p-n

(Tp − ap)

� (

∗ 0

∗ 1

)

⊂ GL(2, Z/n)

�?, � C�� ! Y���� ���
	 [ &�( �`_�� # 2-�X()� "�# �� +;P�p p, ���
" p ◦ p = p � � � ��"	c ¤���� _��NH�H�& GL(2, Z/n)

� �6��� m3n�p n

q r � g�i "4�#" �8� e c M̄n ¡),�� ¯̄X
k

n � g�i�� � _
H � ,�. � ����� .�( Mf ��� " ��� �)� E�����H�� � � f � Tpf = apf

� E��!�)H�� � new form � {Tp} � F
�8c � &�"�#;�%$ &�( � H����E¡�,
� Tp � Fp �'& ?)( � � *

5 0�& ? ��+)�	i���c�< � 2 � _����� . ( Mf & � ¢ # � λ- � ¤�¥ ��q���� � ��� � 0���,.-0/�MXC
P21 � ��� A�� . �  �t�� � ` � ¤O¥ � � # H � g�i�� � Hecke g�i�&f�
�`i���c)0!1 � x .hH;�R��&)£ � _

(3.4) Hilbert
� B43�-�. $ 1�%L� # � % �65
7�8 �  �"	c : 0 1 �9�: ��;)��0�2 � _NH �=< 5 � (3.2) �  �t4� �6>�? �-( � _ [GHM-1],

[GHM-2] �A@�B�_�H�2 �`��C � < 5 � "�c (3.2) �AD)E�&
� � ����F � �G e �IH � &�( � _ # H	& � ����� .)(KJ � 5�L � � perverse J � 5�L �
¡�� � Y � ��5-�!M�A�� �6N
O � ? �0�G_
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