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概 要

このノートは論文 [2] の要約である. 先ずエタール基本群の或る商にあたる
数論的基本群を導入する. エタール基本群が不分岐被覆を分類するのと同様に,
この基本群は与えられた Weil 因子に沿って分岐を制限した被覆を分類する. ま
た代数体の整数環上の数論的スキームに対して, Abel 化した基本群の有限性に
ついて論じる.

1 定義
X を連結正規 Noether スキーム, k(X) を X の関数体, k(X) をその分離閉包と

し, D =
∑

i aiΓi を Q := {a, a + | a ∈ Q≥1} を形式的に係数とする X の Weil 因子
とする. 各既約因子 Γi の生成点 ξi とその上の全ての素点 ξi に対する ai 次分岐群

Gal
(
k(X)ξi

/k(X)ξi

)ai

の像達で生成される閉正規部分群による π1(X r D) の商を π1(X,D) と定義する.
ここで k(X)ξi

/k(X)ξi
は, ξi と ξi に於ける完備化で得られる完備離散付値体の拡大

であり, 分岐群として A. Abbes と T. Saito により定義された分岐群 ([1]) を用いて
いる. この分岐群は, 剰余体が完全な完備離散付値体に対して定義されていた古典的
な（上付き）分岐群の一般化であり, 1 次分岐群は惰性群, 1+ 次分岐群は暴惰性群
にあたる.
基本群 π1(X, D) は次の様に D で分岐を許した或る被覆の成す Galois 圏に付随
する基本群とも解釈出来る. 簡単の為, 正規スキーム Y が連結であるとしよう. 有限
射 Y → X が D 分岐被覆 であるとは, X rD 上ではエタールであり, 各 ξi 及びそ
の上の全ての素点 ηij に於いて

Gal
(
k̃(Y )ηij

/k(X)ξi

)ai = 1,

なる事を言う. 但し k̃(Y )ηij
は k(Y )ηij

の k(X)ξi
上の Galois 閉包.

エタール被覆の成す圏の充満部分圏として, 上で定義した D 分岐被覆の成す圏を
考えた時に, これが Galois 圏となる事が分かり ([2], Theorem 2.5), 付随する基本群
が π1(X,D) に他ならない. X 及び X rD のエタール基本群との間には

π1(X rD) // // π1(X,D) // // π1(X).

なる関係があり, D の係数を変える事でエタール基本群, 及び馴分岐基本群が得られ
る:

1



• 基本群 π1(X,D) では余次元 1 の分岐点を考えていたので, Zariski-Nagata の純
正定理から, スキーム X が正則であって, Weil 因子として特に D =

∑
i 1 · Γi を取

れば π1(X,D) = π1(X).
• 一般の X に対して D =

∑
i(1+) · Γi とすれば, π1(X, D) は馴分岐基本群

πtame
1 (X,D) と一致する.

2 有限性
K を代数体, OK をその整数環とする. X = SpecOK を考えた時, K ′ を K の

Hilbert 類体とすれば π1(X)ab = Gal(K ′/K) であった. 同様にして, KD を D ⊂ OK

を「モデュール」とするシュトラール類体とすれば, π1(X, D)ab = Gal(KD/K) と書
け, この群の有限性はイデアル類群を一般化したシュトラール類群の有限性と類体
論から導かれる. この様に Abel 化した基本群の有限性は, イデアル類群の有限性と
言う整数論に於いて基本的な定理と繋がっている.
より一般的な X に対する次の基本群の有限性に関する結果が [2]の主定理である.

定理 ([2], Theorem 1.1). X を代数体 k の整数環 O 上正規有限型忠実平坦スキー
ムであって X ⊗O k は連結であると仮定する. また D を Q 係数 Weil 因子とする.
この時 π1(X, D)ab は有限.

尚, エタール基本群, 及び馴分岐基本群に関しては次の様な有限性に関する結果が
知られていた.
• X が上の定理の仮定に加えて O 上滑らかなスキームである時, π1(X)ab は有限

(N. M. Katz - S. Lang, 1981).
• 上の定理と同じ仮定で πtame

1 (X,D)ab は有限 (A. Schmidt, 2002).
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