
Basis problem for Hilbert-Siegel modular forms (after J. Kuang)

上智大学理工学部　森山 知則
(Tomonori Moriyama)

0 序

本稿は J. Kuang の論文 [K]の解説である。表題のHilbert-Siegel modular form とは，総
実代数体 F 上の斜交群 Sp(n)の上の正則保型形式のことで, [K]の目的は Hilbert-Siegel

modular formのなす線型空間が，適当な条件下で theta級数で張られることの証明である
(「basis problem」に対する一つの解答)。証明の方針は，Siegel-Weil の公式とEisenstein

級数の Garrett’s pull-back formula を組み合わせるというもので，すでに Siegel保型形式
のとき (i.e. F = Q のとき)に S. Böcherer が用いたものである。従って，アイデアその
ものは，Böcherer の論文 [Bö]を見て頂いたほうがよいであろう。本稿では，むしろ，保
型形式論で頻繁に出てくる事柄 — theta級数, Eisenstein級数，保型的 L関数の積分表
示，etc. —　の解説に力点を置いてこの論文 [K]の紹介をしたい。なお，楕円保型形式
や Hilbert保型形式の場合の先行結果は，原論文 [K]に引用してある Eichler や Hijikata-

Pizer-Shemanske etc. の論文を見て頂きたい。

記号は，なるべく，原論文にあるものか原論文との対応がすぐ分かるものを用いるように
した。

1 Hilbert-Siegel保型形式

(1.1) Hilbert-Siegel保型形式 F を d 次の総実代数体とし，OF をその整数環とする。
F の素点 v に対して, v に関する F の完備化を Fvと書く。F の実素点 vi (1 ≤ i ≤ d) に
関する埋め込みをF � x �→ x(i) ∈ Fvi

∼= R で表す。また,　有限素点 v < ∞ に対して, Fv

の整数環をOv, 素イデアルを Pv と記し, qv := �(Ov/Pv) とおく。また, ÔF :=
∏

v<∞ Ov

とする。

次数 n の斜交群Gn = Sp(n)を

Sp(n) := {g ∈ GL(2n)
∣∣∣gJ tg = J}, J = Jn :=

(
0n 1n

−1n 0n

)

で定義する (F 上の代数群と見る)。次数 n の Siegel上半空間は

Hn := {z ∈ Mn(C)| tz = z, Im(z) > 0}
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で定義される。すると, Gn,∞ :=
∏

v:実素点Gn,Fv
∼= Sp(n,R)d は，次数 nの Siegel上半空間

の d = [F : Q] 個の直積 Hd
n に

g〈z〉 = ((aizi + bi)(ciz + di)
−1)1≤i≤d,

g = (gi)1≤i≤d = (

(
ai bi

ci di

)
)1≤i≤d, z = (zi)1≤i≤d

で作用する。自然数 k ≥ 0 に対して，Hd
n 上の正則関数の空間へのGn,∞ の作用を

f |kg(z) :=

d∏
i=1

det(cizi + di)
−kf(g〈z〉)

で定める。Sp(n,OF ) を埋め込み

Sp(n,OF ) �
(

a b

c d

)
�→ (

(
a(i) b(i)

c(i) d(i)

)
)1≤i≤d ∈ Gn,∞

を通じて，Gn,∞ の部分群と思う。不連続群 Sp(n,OF )に関する，重さ k のHilbert-Siegel

保型形式を

Mk(Sp(n,OF )) := {f : Hd
n → C|正則関数, f |kγ(z) = f(z), ∀γ ∈ Sp(n,OF )}

で定義する。但し，F = Q かつ n = 1 のとき (i.e. 楕円保型形式)のときは，尖点での正
則性を条件として追加する (この注意は，下のMk(Γ0(f), ρ)に対しても有効である)。さら
に，イデアル f ⊂ OF に対して合同部分群 Γ0(f) を

Γ0(f) ≡ Γn
0 (f) :=

{(a b

c d

)
∈ Sp(n,OF )|c ≡ 0 (mod f)

}
で定義する。このとき, level fで, 指標 ρ : (OF/f)× → C× を持つ, 重さ kのHilbert-Siegel

保型形式の空間は

Mk(Γ0(f), ρ) :=
{
f : Hd

n → C|正則関数, f |kγ(z) = ρ(det(a))f(z), ∀γ =

(
a b

c d

)
∈ Γ0(f)

}
で定義される。f ∈ Mk(Sp(n,OF )) ∪ Mk(Γ0(f), ρ) は，任意の γ ∈ Sp(n,OF ) に対して，

f |γ(z) =
∑

ξ∈Symn(F )

c(ξ; γ) exp(2π
√−1

d∑
i=1

tr(ξ(i)zi)), c(ξ; γ) ∈ C

なるフーリエ展開を持つ。ここで，条件

ξ が totally positive definite でなければ，c(ξ; γ) = 0,

が成り立つとき，f は尖点形式と呼ばれる。 Mk(Sp(n,OF )) (resp. Mk(Γ0(f), ρ)) のうち
尖点形式のなす部分空間をCk(Sp(n,OF )) (resp. Ck(Γ0(f), ρ)) で表す。
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(1.2)アデール群上の保型形式 話を見通しよく進めるため，Hilbert-Siegel保型形式を次の
ようにアデール群Sp(n)A上の関数として考える。まず，z0 := (

√−11n, · · · ,
√−11n) ∈ Hd

n,

と置く。z0 の Gn,∞ における固定化部分群は

Kn,∞ =
{
(

(
ai bi

−bi ai

)
)1≤i≤d|ai +

√−1bi ∈ U(n)
} ∼= U(n)d

であり，Gn,∞ の極大コンパクト部分群である。f ∈ Mk(Sp(n,OF )) に対して，関数 f̃ :

Gn,∞ → C を

f̃(g) := f |kg(z0) =

d∏
i=1

det(ci

√−1 + di)
−kf(g〈z0〉)

で定義する。これは，

f̃(γgu∞) =
d∏

i=1

det(ai +
√−1bi)

kf̃(g),

∀γ ∈ Sp(n,OF ), ∀g∞ ∈ Gn,∞, ∀u∞ = (

(
ai bi

−bi ai

)
)1≤i≤d ∈ Kn,∞

を満足する。F のアデール環をA = AF とし，A = A∞×A0 を無限成分A∞ :=
∏d

i=1 Fvi

および有限成分A0 :=
∏′

v<∞ Fv への分解とする。アデール群Gn,A = Sp(n)Aは, 任意の
開コンパクト部分群 Kfin ⊂ Gn,A0 に対して，

Gn,A = Gn,F Gn,∞Kfin

なる分解を持つ (強近似定理からの帰結)。したがって，特にKfin としてKn,0 ≡ K0 :=∏
v<∞ Sp(n)�v をとればK0 ∩ Gn,F = Sp(n,OF ) なので，全単射

Sp(n,OF )\Gn,∞ ∼= Gn,F\Gn,A/K0

を得る。この全単射を通じて f̃ をアデール群 Gn,A 上の関数とみなすことができる。
Mk(Γ0(f), ρ) についても，Kfin を小さく取りなおせば，同様にしてGn,A 上の関数とみな
せる。

より一般に，Gn,F\Gn,A上の smoothな関数 φ : Gn,F\Gn,A → C が, (i) 右Kn,∞ × K0-

有限; (ii) Z(Lie(Gn,∞))-有限；(iii) 緩増大 の３条件を満たすとき，φ(g) をGn,A 上の保
型形式といい，その全体をA(Gn,F\Gn,A) で表す ((i)-(iii)にある用語の説明は略す。[Bo-

Ja], [SS5] 等を参照) 。さらに，φ ∈ A(Gn,F\Gn,A)は，そのすべての “constant term”が
消えるとき，尖点形式といい，その全体をAcusp(Gn,F\Gn,A)で表す。正則保型形式の空
間 Mk(Sp(n,OF )) や Mk(Γ0(f), ρ) は上の対応 f �→ f̃ によってA(Gn,Q\Gn,A) の部分空間
と思える。また，

Ck(Sp(n,OF )) = Mk(Sp(n,OF )) ∩ Acusp(Gn,F\Gn,A),

Ck(Γ0(f), ρ) = Mk(Γ0(f), ρ) ∩ Acusp(Gn,F\Gn,A).
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である。混乱の恐れがないときには, f̃(g) (g ∈ Gn,A) を単に f(g)と記す。Mk(Sp(n,OF ))

は，A(Gn,F\Gn,A)のなかで,

• φ(gufinu∞) =
d∏

i=1

det(ai +
√−1bi)

kφ(g),

∀g ∈ Gn,A, ∀ufin ∈ Kn,0, ∀u∞ = (

(
ai bi

−bi ai

)
)1≤i≤d ∈ Kn,∞;

• φ(g; (X−
Ai

)1≤i≤d) = 0, ∀X−
Ai

=

(
Ai −√−1Ai

−√−1Ai −Ai

)
(Ai ∈ Sym(n)R),

なるものとして特徴付けられる。ここで,２つ目の式は (X−
Ai

)1≤i≤d ∈ Lie(Gn,∞)を左不変微
分作用素とみなしてφ(g)に作用しているものとする。最後に，φ1(g), φ2(g) ∈ A(Gn,F\Gn,A)

の間の Petersson内積を，

〈φ1, φ2〉 =

∫
Gn,F \Gn,A

φ1(g)φ2(g)dg

で (積分が絶対収束するときに) 定める。

2 Siegel-Weil の公式

この節では，保型形式の２つの主要な構成法である theta級数とEisenstein級数を導入し，
これらの間の関係を与える Siegel-Weilの公式について説明する。

記号 τ : F\A → C(1) を τ(x) = e(tr(x)) なる指標とする。ただし，e : Q\AQ → C(1) を
e(t∞) = exp(2π

√−1t∞) で特徴付けられる指標とし，tr : A = AQ ⊗Q F → AQ をトレー
ス写像とする。

(2.1) Weil表現 Q ∈ Sym(m)F を m次対称行列とする。V := Mm,1(F ) に, (v1, v2)Q =
tv1Qv2, vi ∈ V によって内積を入れる。一方, W1 := M1,2n(F ) に, Sp(n)F を右掛算で作
用させる。Sp(n)F は，W1 上の symplectic form 〈w1, w

′
1〉 := w1Jn

tw′
1 (w1, w

′
1 ∈ W1) を保

つ。W = V ⊗ W1
∼= Mm,n は，symplectic form

〈w1 ⊗ v, w′
1 ⊗ v′〉 := 〈w1, w

′
1〉(v, v′)Q, v, v′ ∈ V, w1, w

′
1 ∈ W1

を持つ。W に付随する symplectic群を Sp(mn) = Sp(W ) であらわす。

O(Q) � h �→ [W � v ⊗ w1 �→ h−1 · v ⊗ w1 ∈ W ] ∈ Sp(mn)

Sp(n) � g �→ [W � v ⊗ w1 �→ v ⊗ w1 · g ∈ W ] ∈ Sp(mn)

でもって, 直交群O(Q)および symplectic群 Sp(n)を, 大きな symplectic 群 Sp(mn) の部
分群と見る。O(Q) と Sp(n) は symplectic群 Sp(mn)の中で互いの commutantである。
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Mm,n(A) 上の Schwartz-Bruhat関数の空間を S(Mm,n(A))で表す。このとき, Weil表現
(oscillator 表現とも言う)と言われる Sp(nm)Aの射影 (ユニタリ）表現

W : Sp(mn)A → Aut(S(Mm,n(A)))/C(1)

が存在する。さらに，この射影表現は，m が偶数のとき，Sp(nm)A の部分群 O(Q)A ·
Sp(n)A の上で線型表現にすることができる ([Sai])。この線型表現（これも，同じ記号W

で表すことにする)は, Sp(n)A 上では次の (i)-(iii)で, O(Q)A 上では (iv) で与えられる:

(i) [W(

(
a

ta−1

)
)ϕ](x) = 〈det a, (−1)m/2 det Q〉| det(a)|m/2ϕ(xa), a ∈ GL(n)A;

(ii) [W(

(
1n b

1n

)
)ϕ](x) = τ(

1

2
tr( txQxb))ϕ(x), b = tb ∈ Sym(n)A;

(iii) [W(

(
1n

−1n

)
)ϕ](x) =

∫
Mm,n(A)

φ(y)τ(tr( txQy))dy,

(iv) [W(h)ϕ](x) = ϕ(h−1x), ∀h ∈ O(Q)A.

ただし，(i)における 〈 , 〉はF のHilbert symbolである。ここで，Sp(n)Aが，

(
a

ta−1

)

(a ∈ GL(n)A),

(
1n b

1n

)
(b ∈ Sym(n)A) 及び，

(
−1n

1n

)
で生成されることから，

(i)-(iii)で Sp(n)A の作用が決定されることに注意する。また，W(gh) = W(hg) (h ∈
O(Q)A, g ∈ Sp(n)A) であることはすぐ分かる。なお，元の射影表現は，m の偶奇によら
ず，Sp(nm)Aの二重被覆群の上で線型化される。このことは大切だが，以下では直接に
は用いないので詳しい説明は略す (例えば, [Rao]を参照, [SS4],[SS8]にも解説がある) 。

(2.2) theta積分 以下，対称行列Qは,サイズm は偶数で, すべての実素点で正定値である
と仮定する。任意の Schwartz-Bruhat関数 ϕ ∈ S(Mm,n(A)) に対して，theta積分を

ϑϕ(g) :=

∫
O(Q)F \O(Q)A

∑
ξ∈Mm,n(F )

[W(gh)ϕ](ξ)dh

で定める。Q に対する上の仮定から，O(Q)F\O(Q)A はコンパクトであるのでこの積分
は収束する。ϑϕ(g)は，Gn,A上の保型形式であることも示せる。したがって，

S(Mm,n(A)) � ϕ �→ ϑϕ(g) ∈ A(Gn,Q\Gn,A)

なるGn,A-intertwiner (正確には，(Lie(Gn,∞), Kn,∞) × Gn,A0-intertwiner )を得る。theta

積分 ϑϕ(g) を theta級数と結びつけるために，ϕは，ϕ(x) =
∏

v ϕv(xv) と decomposable

で，各実素点 vi においては,

ϕ(xvi
) = exp(−πtr( txvi

Q(i)xvi
))
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であるとする。ϕ ∈ S(Mm,n(A))にたいして，

KQ,ϕ := {h ∈ O(Q)A|ϕ(h−1x) = ϕ(x), ∀x ∈ Mmn(A)}
と置くと, O(Q)A∞ ⊂ KQ,ϕ である。このとき，theta積分ϑϕ(g)は適当な levelで重さm/2

の正則保型形式であることを言いたい。これは，例えば，次のようにして分かる。まず，

O(Q)A =

s⊔
j=1

O(Q)FhjKQ,ϕ

の代表元 hj を hj ∈ O(Q)A0 と取っておく (剰余類の個数は有限個である)。すると，上述
の theta 積分は，

ϑϕ(g) :=

s∑
j=1

cj

∑
ξ∈Mm,n(F )

[W(g)ϕ](h−1
j ξ)

但し cj := vol(O(Q)F\O(Q)FhjKQ,ϕ)

となる。いま，

1 =
s∑

j=1

cj =
s∑

j=1

1

�
(
KQ,ϕ ∩ h−1

j O(Q)Fhj

) · vol(KQ,ϕ)

なので，

cj =
1

�
(
KQ,ϕ ∩ h−1

j O(Q)Fhj

) / s∑
l=1

1

�
(
KQ,ϕ ∩ h−1

l O(Q)Fhl

) ∈ Q>0

となる。Siegel上半空間の直積の点 z = (zi) ∈ Hdに対して，

gz :=

(
1n x

0n 1n

)(
y1/2 0n

0n y−1/2

)
= (

(
1n xi

0n 1n

)(
y

1/2
i 0n

0n y
−1/2
i

)
) ∈ Gn,∞

とおく。ここで，y
1/2
i は (y

1/2
i )2 = yiで特徴付けられる正定値 n次対称行列である。各

1 ≤ j ≤ sに対して，
∑

ξ∈Mm,n(F )[W(g)ϕ](h−1
j ξ) に (1.2) 節のやり方で対応するHd

n上の
関数は,

d∏
i=1

det(y
−1/2
i )m/2 ×

∑
ξ∈Mm,n(F )

[W(gzhj)ϕ](ξ)

=

d∏
i=1

det(y−1/2)m/2 ×
∑

ξ∈Mm,n(F )

τ(
1

2

d∑
i=1

tr( tξ(i)Q(i)ξ(i)xi))[W(

(
y1/2 0n

0n y−1/2

)
hj)ϕ](ξ)

=
∑

ξ∈Mm,n(F )

ϕ(h−1
j ξy1/2)τ(

1

2
tr( tξQξx))

=
∑

ξ∈Mm,n(F )

ϕfin(h−1
j ξfin) exp(π

√−1

d∑
i=1

tr( tξ(i)Q(i)ξ(i)zi)).
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従って,　たとえば全ての有限素点 vで ϕv を Mm,n(Ov) の定義関数に取れば, これは，

θ(z, Q, Lj) =
∑
ξ∈Lj

exp(π
√−1

d∑
i=1

tr( tξ(i)Q(i)ξ(i)zi)),

Lj ≡ hj · Mm,n(OF ) :=
∏
v<∞

hj,vMm,n(Ov) ∩ Mm,n(F )

なる theta級数に等しい。
注意 theta積分 ϑϕ(g)は，Θ(gh) :=

∑
ξ∈Mm,n(F )[W(gh)ϕ](ξ) とO(V )A 上の定数関数の

積をO(V )F\O(V )A上で積分したものと見ることができる。より一般に, O(V )A 上の保
型形式とΘ(gh) との積の積分を考えることにより，Sp(n)A 上の保型形式が構成される。
保型形式のこのような構成法を，theta lifting という。

(2.3) Eisenstein級数Gn,A上の Eisenstein級数を定義しよう。まず，Gn の放物部分群
Pn,r (0 ≤ r < n)を，r = 0 のときは，

Pn,0 :=
{( a ab

0n
ta−1

)
|a ∈ GL(n), b ∈ Sym(n)

}
;

で，0 < r < n に対しては，

Pn,r :=
{⎛⎜⎜⎜⎝

A1

a b
tA−1

1

c d

⎞⎟⎟⎟⎠·

⎛⎜⎜⎜⎝
1n−r ∗ ∗ ∗

1r ∗
1n−r

∗ 1r

⎞⎟⎟⎟⎠ |A1 ∈ GL(n−r),

(
a b

c d

)
∈ Gr

}

で定義する。放物部分群 Pn,rは，しばしば，r = 0 のとき Siegel型，0 < r < n のとき
Klingen型 (ないしは Jacobi型)と呼ばれる。各 s ∈ Cについて，Siegel型放物部分群Pn,0,A

からの誘導表現 I
Gn,A

Pn,0,A
(s) が

I
Gn,A

Pn,0,A
(s) := {ε : Gn,A → C|smooth , ε(

(
a ∗
0n

ta−1

)
g) = | det(a)|sε(g),

∀
(

a ∗
0n

ta−1

)
∈ Pn,0,A},

[g1 · ε](g) := ε(gg1), g, g1 ∈ Gn,A

で定義される (正確には，右Kn,∞-有限性を課す。以後この種の注意は繰り返さない)。こ
の表現 I

Gn,A

Pn,0,A
(s)を退化主系列表現と呼ぶ。s = m/2 のとき, 退化主系列表現の元 ε ∈

I
Gn,A

Pn,0,A
(m/2) に対して，Eisenstein級数 E(g; ε) を

E(g; ε) =
∑

γ∈Pn,0,F \Gn,F

ε(γg), g ∈ Gn,A,
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で定義する ([SS13, Yamauchi, Kon-no]も参照)。これは，m > 2n+2で絶対収束し，Gn,A

上の保型形式を定める。この意味で退化主系列表現の空間 I
Gn,A

Pn,0,A
(m/2)をEisenstein kernel

の空間と呼ぶこともある。
さて，m ≡ 0 (mod 4), det(Q) ∈ (F×)2 を仮定する。ϕ ∈ S(Mm,n(A)) に対して，Gn,A

上の関数 εϕ(g) を
εϕ(g) := [W(g)ϕ](0m,n), g ∈ Gn,A

で定めると，これは退化主系列表現 I
Gn,A

Pn,0,A
(m/2)の空間に属すことが容易に確かめられる。

従って，En,ϕ(g) ≡ Eϕ(g) = E(g; εϕ) と書くことにすると，

S(Mm,n(A)) � ϕ �→ Eϕ(g) ∈ A(Gn,F\Gn,A)

はGn,A-intertwiner である。

例 F = Qとし, I
Gn,A

Pn,0,A
(m/2) の元として,

ε(ufinu∞) = det(a +
√−1b)m/2, ∀ufin ∈ Kn,0, ∀u∞ =

(
a b

−b a

)
∈ Kn,∞

で特徴づけられるものをとる。z = x +
√−1y ∈ Hn に対して,

E(

(
y1/2 xy−1/2

0n y−1/2

)
, ε) =

∑
γ∈Pn,0,Q\Gn,Q

ε(γ

(
y1/2 xy−1/2

0n y−1/2

)
)

=
∑

γ∈Pn,0,Z\Gn,Z

ε(γ

(
y1/2 xy−1/2

0n y−1/2

)
)

を考える。γ =

(
a b

c d

)
∈ Gn,0,Zとおくと, γ

(
y1/2 xy−1/2

0n y−1/2

)
は

(
(Imγ〈z〉)1/2 ∗

0n (Imγ〈z〉)−1/2

)(
(Imγ〈z〉)1/2(cx + d)y−1/2 −(Imγ〈z〉)1/2cy1/2

(Imγ〈z〉)1/2cy1/2 (Imγ〈z〉)1/2(cx + d)y−1/2

)
と Pn,∞ · Kn,∞ の形に分解できるので,　

ε(γ

(
y1/2 xy−1/2

0n y−1/2

)
)

= det(Imγ〈z〉)m/4 × det
(
(Imγ〈z〉)1/2(cx + d)y−1/2 +

√−1(Imγ〈z〉)1/2cy1/2)
)−m/2

= det(cz + d)−m/2 det(y)m/4.

これより, E(g, ε) に対応する Siegel上半空間の関数は，

det(y−1/2)m/2E(

(
y1/2 xy−1/2

0n y−1/2

)
, ε) =

∑
γ∈Pn,0,Z\Gn,Z

det(cz + d)−m/2

となる。これはHn 上の重さm/2の Siegel-Eisenstein級数である。
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(2.4) Siegel-Weilの公式 以上の準備の下で，Siegel-Weilの公式を述べることができる。

定理 1. m > 2n + 2 で，m ≡ 0 (mod 4) であるとする。Q ∈ Sym(m)F を，全ての実素
点で正定値 (totally positive definite)であり，det(Q) ∈ (F×)2 であるとする。このとき，

Eϕ(g) = ϑϕ(g), ∀ϕ ∈ S(Mm,n(A)).

証明は，両辺のフーリエ係数を比較することで得られる (両辺の生成する表現の局所成
分についての情報も用いる）。詳しい解説は，[SS4, Ikeda] を参照。また，条件m > 2n+2

をはずした場合や２次形式Qについての条件を緩めたときにも，複素パラメータ付きの実
解析的Eisenstein級数を持ち出すなどして定式化することができる。詳しくは，S. Kudla,

S. Rallis, T. Ikeda, A. Ichinoらの論文を参照。

3 Eisenstein級数の pull-back formula

前節で定義したEisenstein級数En,ϕ(g)の部分群Gn1,A×Gn2,Aへの制限を記述するGarrett

の pull-back formula [G] について説明する。ここで,　尖点形式の standard L関数の特殊
値が現れる。

(3.1) 両側剰余分解 n = n1 + n2 (ni ≥ 0) とする。埋め込み

ι = ιn1,n2 : Gn1 × Gn2 ↪→ Gn, ι(g1, g2) =

⎛⎜⎜⎜⎝
a1 b1

a2 b2

c1 d1

c2 d2

⎞⎟⎟⎟⎠ , gi :=

(
ai bi

ci di

)
∈ Gni

を通じて, Gn1 × Gn2 を Gn の部分代数群と見る。以下しばしば，略記法

g↑
1 := ι(g1, 1n2) ∈ Gn, g↓

2 := ι(1n1 , g2) ∈ Gn

も用いる。さて，両側剰余 Pn,0,F\Gn,F /Gn1,F × Gn2,F について，次が成立する。

命題 2. (i) Gn,F =
⊔min{n1,n2}

r=0 Pn,0,F · ζr · ι(Gn1,F × Gn2,F ). ここで，

ζr :=

(
1n 0n

η̃r 1n

)
, η̃r :=

(
0 ηr

tηr 0

)
, ηr :=

(
0 0

0 1r

)
∈ Mn1,n2(F )

である。
(ii) Ωr := Pn,0,F · ζr · ι(Gn1,F × Gn2,F ) と置くと，次の全単射が存在する。

Gr,F × (Pn1,r,F\Gn1,F ) × (Pn1,r,F\Gn1,F ) � (γ0, γ1γ2) �→ ζr · ι(γ↓
0γ1, γ2) ∈ Pn,0,F\Ωr

ここで，γ0 ∈ Grにたいして，γ↓
0 = ιn1−r,r(1n1−r, γ0) ∈ Gn1 と見ている。
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(3.2) Klingen型 Eisenstein級数 この両側剰余分解から，Eisenstein 級数 En,ϕ(g)の
Gn1,A × Gn2,A への引き戻しは，

En,ϕ(g↑
1g

↓
2) =

min{n1,n2}∑
r=0

[∑
γ1

∑
γ2

∑
γ0

εϕ(ζr · ι(γ↓
0γ1g1, γ2g2))

]
となる。ここで，(γ0, γ1, γ2)の走る範囲は，上の分解定理の通りである。0 ≤ r ≤ min{n1, n2}
ごとに ∑

γ1

∑
γ2

∑
γ0

εϕ(ζr · ι(γ↓
0γ1g1, γ2g2))

を調べる。ここから先，テスト関数ϕ(x) ∈ Sm,n(A)は，ϕ(x1, x2) = ϕ1(x1)ϕ2(x2) (ϕi(xi) ∈
Sm,ni

(A)) というように分解しているとする。
まず r = 0 の項は，∑

γ1

∑
γ2

εϕ(ι(γ1g1, γ2g2)) = En1,ϕ1(g1)En2,ϕ2(g2)

と，Gn1 上の Eisenstein級数と Gn2 上の Eisenstein級数の積にかける。次に, 0 < r ≤
min{n1, n2} のときを考える。そのために, Klingen型 Eisenstein級数を導入する。Gni,A

上の smoothかつ右Kni
-有限な関数のうち，つぎの条件

• ε(r)(pigi) = | detAi|s ε(r)(gi), ∀pi =

⎛⎜⎜⎜⎝
Ai ∗ ∗ ∗

1 ∗
tA−1

i

∗ 1

⎞⎟⎟⎟⎠ ∈ Pni,r,A, ∀gi ∈ Gni,A;

•任意の gi ∈ Gni
に対して, Gr,A � h �→ ε(r)(h↓gi) ∈ C は, Gr,A 上の尖点形式である

を満たすものの全体を，(ここだけの用語で)Pni,rに付随した一般化主系列表現の空間とい
い, IGni (s,Acusp(Gr,F\Gr,A))で表す。一般化主系列表現の空間の元 ε(r)に対して，Klingen

型 Eisenstein級数を

E(gi; ε
(r)) :=

∑
γi∈Pni,r,F \Gni,F

ε(r)(γigi) ∈ A(Gni,F\Gni,A)

で定義する (Re(s) � 0 のとき絶対収束)。ここで，次が成立する：

命題 3. テスト関数 ϕ(x) =
∏

v ϕv(xv) を,　各実素点 viで ϕvi
(xvi

) = exp(−π txvi
Q(i)xvi

)

となっているようにとる。Gn1,A × Gn2,A 上の関数 ε
(r)
ϕ (g1, g2) を

ε(r)
ϕ (g1, g2) :=

∑
γ0∈Gr,F

εϕ(ζr · ι(γ↓
0g1, g2))

で定義する。このとき, g2 を固定するごとに, ε
(r)
ϕ (g1, g2) は g1 の関数として Pn1,r に付随

した一般化主系列表現の空間 IGn1 (m/2,Acusp(Gr(F )\Gr(A))) に属す。また, g1 と g2を
入れ替えた主張も成立する。
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したがって, ∑
γ1∈Pn1,r,F \Gn1,F

∑
γ2∈Pn2,r,F \Gn2,F

ε(r)
ϕ (γ1g1, γ2g2)

はGn1,A 及びGn2,A のKlingen型Eisenstein級数の積の有限線型結合で書ける。これをよ
り具体的に書く。

(3.3) Explicit pull-back formula (full-modular の場合) Q ∈ Sym(m)F がつぎの条
件 1-4を満たすと仮定する:

1. Q はすべての実素点で正定値；
2. det(Q) ∈ (F×)2;

3. 各 v < ∞ について，det( txQvx) ∈ 2δ−1
F Ov ∀x ∈ Mm,n(Ov) ;

4. 各 v < ∞について，det( txQvy) ∈ δ−1
F Ov (∀y ∈ Mm,n(Ov))ならば，x ∈ Mm,n(Ov).

テスト関数 ϕ(x) =
∏

v ϕv(xv) を

(i) vi|∞ (実素点) では，ϕvi
(xi) = exp(−π txiQ

(i)xi);

(ii) v < ∞ (有限素点) では，ϕv(xv) = ch(Mm,n(Ov))(xv),

と取る。このとき，ε
(r)
ϕ (g1, g2)は右Kn1,0 × Kn2,0 不変である (Q についての条件から)。

命題 3と岩澤分解によって ε
(r)
ϕ (g1, g2)は ε

(r)
ϕ (h↓

1ν1, h
↓
2ν2), hi ∈ Gr,A, νi ∈ Kni

によって
決まる。しかも ε

(r)
ϕ (h↓

1, h
↓
2) ∈ Ck(Sp(r, OF )) ⊗ Ck(Sp(r, OF ))である。{fj |1 ≤ j ≤ dr}

(dr := dimC Ck(Sp(r, OF )) をCk(Sp(r, OF ) の直交基底とすると, ε
(r)
ϕ (h↓

1, h
↓
2) は

ε(r)
ϕ (h↓

1, h
↓
2) :=

∑
j

〈ε(r)
ϕ (h↓

1, h
↓
2), fj(h1)〉h1∈Gr,A

〈fj , fj〉 fj(h1)

と展開される。{fj} はHecke-eigen formであると仮定してよい。内積 〈ε(r)
ϕ (h↓

1 , h↓
2), fj( · )〉

を計算し, Gr.A 上の尖点形式の standard L-関数の特殊値が現れることを見よう。まず，形
式的な式変形で,

〈ε(r)
ϕ (h↓

1, h
↓
2), fj(h1)〉h1∈Gr,A

=

∫
Gr,A

εϕ(ζr · ι(1, h))f �
j (h2h

−1)dh, f �
j (

(
a b

c d

)
) := fj(

(
d c

b a

)
)

となる。この積分を計算するために, 各素点ごとに次のような等式を証明する:∫
Gr,Fv

εϕv(ζr · ι(1, hv))f
�
j (h2h

−1
v )dhv = sv(fj)f

�
j (h2);

εϕv(gv) = [Wv(gv)ϕv](0m,n), gv ∈ Gn,A

但し,　Wv : Gn,Fv × O(Q)Fv → Aut(S(Mm,n(Fv)))は local なWeil表現で， sv(fj) ∈ C

は次で与えられる定数である:
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(i) v|∞ (無限素点):

sv(fj) = const. ×
(
Γ(m−r−1

2
)
)r∏

0≤j≤r−1 Γ(m−j
2

)
.

(ii) v < ∞ (good prime)

sv(fj) =
Lv(m/2 − r, f �

j , std)

ζv(m/2)
∏r

i=1 ζv(m − 2i)

但し，Lv(m/2 − r, f �
j , std) は下に定義する f �

j に付随した local standard L-関数である。

(ii) の計算の概略を述べよう。まず, Sp(r)Fv 上のコンパクト台を持つ連続関数 φ :

Sp(r)Fv → C で条件

φ(u1gu2) = φ(g), ∀ui ∈ Sp(r)�v , ∀g ∈ Sp(r)Fv

を満たすものの全体をSp(r)Fv のHecke環といい，Hv ≡ H(Sp(r, Fv)//Sp(r, Ov))で表す。
これは，合成積によってC-代数となる。Hv の Sp(r)Fvの不分岐主系列表現への作用を見
ることにより

Hv
∼= C[ti, t

−1
i |1 ≤ i ≤ r]W , W = Sr � (Z/2Z)r

なるC-代数としての同型 (佐武同型)を得る ([Sat], [Ca], [SS3, Kato]を参照)。f ∈ Ck(Sp(r, OF ))

をHecke-eigen form とすると，

f � φ = λv,f(φ)f, φ ∈ Hv

なるC-代数の環準同型λv,f : Hv → Cがある。これを用いて，f に付随した local standard

L関数 L(s, f, std) が

L(s, f, std) := (1 − q−s
v )−1 ×

r∏
i=1

[(1 − λv,f (ti)q
−s
v )(1 − λv,f (ti)

−1q−s
v )]−1

で定義される ([K]にある定義を，(1− q−s
v )−1倍してある。このほうが普通)。いま，hv ∈

Gr,Fv の関数 εϕv(ζr · ι(1, hv)) は，コンパクト台ではないが両側 Sp(r)�v 不変ではある。
Hecke環の定義から，コンパクト台であるという条件をはずしたものをHv̂ とすると

Hv̂
∼= C[[ti, t

−1
i |1 ≤ i ≤ r]]W

となる。この同型における εϕv(ζr · ι(1, hv))の像を計算することで, sv(f
�) が上のように計

算される。

S を F の素点の有限集合に対して

Gn,S :=
∏
v∈S

Gn,Fv ×
∏
v/∈S

Sp(n,Ov)

と書くと, 求める積分は

lim
S

∫
Gr,S

εϕ(ζr · ι(ν1, hν2))f
�
j (h2h

−1)dh
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となるが, S の濃度を１つ大きくするごとに sv(fj) 倍されていくから,　結局

〈ε(r)
ϕ (h1, h2), f(h1)〉 =

(∏
v

sv(f)
)
× f �(h2)

を得る。s(f) :=
∏

v sv(f) �= 0 に注意。以上より，

命題 4.

En,ϕ(g↑
1g

↓
2)

=En1,ϕ1(g1)En2,ϕ2(g2) +

min{n1,n2}∑
r=1

dr∑
j=1

s(f
(r)
j )

〈f (r)
j , f

(r)
j 〉

En1,r(g1; εn1(f
(r)
j ))En2,r(g2; εn2(f

(r),�
j ))

ここで，f
(r)
j ∈ Ck(Sp(r, OF )) に対して εni

(f
(r)
j ) ∈ IGni (m/2,Acusp(Gr,F\Gr,A)) は次で与

えられる一般化主系列表現の元である。

εni
(f

(r)
j )(

⎛⎜⎜⎜⎝
Ai ∗ ∗ ∗

a ∗ b
tA−1

i

c ∗ d

⎞⎟⎟⎟⎠ u∞ufin) = | det(A1)|m/2f
(r)
j (

(
a b

c d

)
)
∏
v|∞

det(a′
v +

√−1b′v)
m/2

∀u∞ = (

(
a′

v b′v
−b′v a′

v

)
)v|∞ ∈ Kni,∞, ∀ufin ∈ Kni,0.

注意 上の計算で，En,ϕ を複素パラメータつきの実解析的Eisenstein級数で置き換えれば，
尖点形式 f �

j の standard L 関数の積分表示を得る。保型形式に付随した L関数の研究で
は，このような Rankin-Selberg型の積分表示が有用である。[Bö] , [SS13, Okazaki] も参
照。

(3.4) Explicit pull-back formula (level付きの場合)　Q についての仮定は, (3.3)節
のままとする。n = 2l, n1 = n2 = l という状況で考える。f を square-free な F の整イデ
アルとし，ρ : (OF/f)× → C× を非自明な指標とする。このとき，次が成立 ([K, Prop 6.6,

6.7]):

命題 5. v を f を割る有限素点とする。ϕv(x1, x2) = ϕ1,v(x1)ϕ2,v(x2) ∈ S(Mm,2l(Fv)) (xi ∈
Mml(Fv)) で次の性質を満たすものが存在する:

(i) 0 < ∀r < l 及び ∀ν1, ν2 ∈ Sp(l)�v , ∀h ∈ Sp(r)Fv に対して,

[Wv(ζrι(ν1, h
↓ν2))ϕv](Om.2l) = 0.

(ii) η(g) := [Wv(ζlι(1, g))ϕv](0m.2l) (g ∈ Sp(l)Fv) は

K�
v =
{
g =

(
a b

c d

)
∈ Sp(l)�v

∣∣b ≡ 0 (mod P)v

}
に台をもつ。また，g =

(
a b

c d

)
∈ K�

v に対して，η(g) = N1 × ρ(det(a)) (∃N1 > 0) で

ある。
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さて，テスト関数 ϕ(x) = ϕ�,ρ(x) =
∏

v ϕv(xv) を実素点及び f を割らない有限素点に
ついては，(3.3) と同じように取り，f を割る有限素点については，上の命題のように取
る。すると，命題５ (i)から, 0 < r < l ならば, ε

(r)
ϕ (g1, g2) = 0 となる。一方, r = lのと

きは, ε
(l)
ϕ (g1, g2) は g1 の関数として Ck(Γ

l
0(f), ρ)に属す。命題５ (ii)を用いて計算すると,

f ∈ Ck(Γ
l
0(f), ρ)がHecke環Hv (v � | f) たちの同時固有関数ならば,

〈ε(r)
ϕ (h1, h2), f(h1)〉h1∈Gr,A

= s(f) × f �(h2), s(f) �= 0

となる。したがって, 次の pull-back formulaを得る：

命題 6. ϕ�,ρ(x) = ϕ1(x1)ϕ2(x2) (xi ∈ Mml(A)) と書く。

E2l,ϕ�,ρ
(g↑

1g
↓
2)

=El,ϕ1(g1)El,ϕ2(g2) +
∑

j

s(f
(l)
j )

〈f (l)
j , f

(l)
j 〉

f
(l)
j (g1)f

(l),�
j (g2), (s(f

(l)
j ) �= 0).

ここで，{f (l)
j } はGl,A 上の尖点形式の空間Ck(Γ

l
0(f), ρ) の直交基底で，各 f

(l)
j はHecke環

Hv (v � | f) たちの同時固有関数であるとする。

4 Basis problem

(4.1) Basis problemに対する結果 一般に,『保型形式の空間が theta級数たちで線型空
間として生成されるか否か』という問題を basis problemという。正則Hilbert-Siegel保型
形式の空間の basis problemについてKuangが与えた結果を述べよう。F の狭義類数 h+

F

を１とする。F の different ideal の生成元 δF を総正にとれる。m > 0 をm ≡ 0 (mod 8)

とし, 対称行列Q0 をQ0 = (δ−1
F E8)

⊕m/8 ∈ Sym(m)F とする。ただし,　E8 はE8-型ルー
ト系のカルタン行列である ([K, p.974] にあるものは, これとZ 上同値なもの):

E8 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2 0 −1 0 0 0 0 0

0 2 0 −1 0 0 0 0

−1 0 2 −1 0 0 0 0

0 −1 −1 2 −1 0 0 0

0 0 0 −1 2 −1 0 0

0 0 0 0 −1 2 −1 0

0 0 0 0 0 −1 2 −1

0 0 0 0 0 0 −1 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

E8 は，整数係数で，unimodular(行列式が１）, even-diagonal, かつ正定値な対称行列で
ある ( よく知られているように，そのようなものは，行列サイズが８の倍数のときのみ存
在し，サイズが８のときは，Z 上の同値を除いてE8 に限る)。従って，Q0 は (3.3)節の条
件 1-4をみたす。(原論文 [K]では，狭義類数 h+

F が> 1のときも，m ≡ 0 (mod 8h+
F )なら
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ば，条件 1-4を満たすQ0 ∈ Sym(m)F が存在すると言っているが，筆者はもう少し仮定を
強める必要がある気がする。以下，安全のため h+

F = 1を仮定する）。さて, full modular

caseでは, 次がKuangの結果 [K, Theorem 8.2 and its Corollary.]である。

定理 7. m ≡ 0 (mod 8), m > 2n + 2 かつ h+
F = 1 とする。ϕ ∈ S(Mmn(A)) を，(3.3)節

のようにとって，

ϕj(x) := ϕ(h−1
j x), O(Q0)A =

s⊔
j=1

O(Q0)FhjKQ0,ϕ

と置く。このとき, Hilbert-Siegel保型形式の空間Mn
m/2(Sp(n,OF )) は, つぎのGn(A) 上

の theta 級数

θn(g, Q0, ϕj) :=
∑

ξ∈Mmn(F )

[W(g)ϕj](ξ) 1 ≤ i ≤ s

たちでC-線型空間として張られる。

ここに現れた theta級数を Siegel上半空間の直積Hd
n上の関数として書くと次のように

なる。まず,　KQ0,ϕ = O(Q0)�OF
および

O(Q0)A0/O(Q0)�OF
↪→ GL(m)F GL(m)

�OF
/GL(m)

�OF
⊂ GL(m)A0/GL(m)

�OF

なる包含関係に注意する (SL(m) の強近似定理を使う。実は, hF = 1より中辺と右辺は一
致する)。中辺はGL(m)F /GL(m)OF

に同型で, これは F m の free OF -latticeの全体と同
一視される。左辺の中辺における像は,

GL(m)F ∩ O(Q0)A0GL(m)
�OF

/
GL(m)OF

となる。したがって, O(Q0)F で左から割ると全単射

O(Q0)F\O(Q0)A0/O(Q0)�OF

∼= O(Q0)F\GL(m)F ∩ O(Q0)A0GL(m)
�OF

/
GL(m)OF

∼=
{
Q ∈ Sym(m)F

∣∣∣ ∃γ ∈ GL(m)F s.t.Q[γ] = Q0,

∃k = (kv) ∈ GL(m)
�OF

s.t.Q[k] = Q0.

}/
GL(m)OF

を得る。但し, h̃j ∈ GL(m)F ∩ O(Q0)A0GL(m)
�OF
に対して, Qj := Q0[h̃j ] = th̃jQ0h̃j を

対応させる (cf. [P-R, §8.1])。すると, θn(g, Q0, ϕj) に (1.2)節のやり方で対応するHd
n上

の保型形式は,

θn(z; Qj ; Mmn(OF )) :=
∑

ξ∈Mmn(OF )

exp(π
√−1

d∑
i=1

tr( tξ(i)Q
(i)
j ξ(i)zi)),

となる。

一方, levelつきの場合については，次がKuangの結果 [K, Theorem 8.3]である:
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定理 8. m ≡ 0 (mod 8), m > 2l + 2 かつ h+
F = 1 とする。f を square-free な F の整イデ

アルとし，ρ : (OF/f)× → C× を非自明な指標とする。テスト関数

ϕ�,ρ(x1, x2) = ϕ′
�,ρ(x1)ϕ

′′
�,ρ(x2) ∈ S(Mm,2l(A))

を (3.4)節のようにとって，

ϕ′
i,�,ρ(x1) := ϕ′

�,ρ(h
−1
i x1), O(Q0)A =

s⊔
j=1

O(Q0)F hjKQ0,ϕ�,ρ

と置く。このとき, Hilbert-Siegel尖点形式の空間 Cm/2(Γ
l
0(f), ρ) は, つぎの Gl(A) 上の

theta 級数

θl(g, Q0, ϕ
′
i,�,ρ) :=

∑
ξ∈Mml(F )

[W(g)ϕ′
i,�,ρ](ξ), 1 ≤ i ≤ s

たちでC-線型空間として張られる。

注意 この場合も, θl(g, Q0, ϕ
′
i,�,ρ) をHd

l 上の theta級数として書くことが出来るはずであ
るが,　書き下すには命題５のテスト関数の具体形 ([K, §6]) を見る必要がある。

(4.2) 証明 定理８ (level付き)の証明のみ述べる。定理７ (full modularの場合）も, すこ
し面倒になるが命題４と下の補題９を用いれば同じ考え方で出来る (cf. [K, Theorem 8.2]

の証明)。

θl(g, Q0, ϕ
′′
i,�,ρ) :=

∑
ξ∈Mml(F )

[W(g)ϕ′′
i,�,ρ](ξ), ϕ′′

i,�,ρ(ξ) := ϕ′′
�,ρ(h

−1
i ξ)

とおく。命題６の式において,　

E2l,ϕ�,ρ
(g↑

1g
↓
2) =

s∑
i=1

ciθl(g1, Q0, ϕ
′
i,�,ρ)θl(g2, Q0, ϕ

′′
i,�,ρ)

El,ϕ1(g1) =

s∑
i=1

ciθl(g1, Q0, ϕ
′
i,�,ρ), El,ϕ2(g2) =

s∑
i=1

ciθl(g2, Q0, ϕ
′′
i,�,ρ)

を得る。したがって,

Θ′ := C-span{θl(g1, Q0, ϕ
′
i,�,ρ)|1 ≤ i ≤ s}, Θ′′ := C-span{θl(g2, Q0, ϕ

′′
i,�,ρ)|1 ≤ i ≤ s},

と置くと,　 ∑
j

s(f
(l)
j )

〈f (l)
j , f

(l)
j 〉

f
(l)
j (g1)f

(l),�
j (g2) ∈ Θ′ ⊗ Θ′′

となる。したがって,　定理は次の「線型代数」([K, Lemma 8.1])から従う:
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補題 9. f ′
1, f

′
2, · · · , f ′

N ∈ A(Gn1,F\Gn1,A) および f ′′
1 , f ′′

2 , · · · , f ′′
N ∈ A(Gn2,F\Gn2,A) をそれ

ぞれ一次独立なN 個の保型形式の組とする。Vi ⊂ A(Gni,F\Gni,A) を線型部分空間とす
る。もし, 複素数の列 aj (∀aj �= 0) が存在して,

N∑
j=1

ajf
′
j(g1)f

′′
j (g2) ∈ V1 ⊗ V2,

であるとする。このとき, f ′
j(g1) ∈ V1 かつ f ′′

j (g2) ∈ V2(1 ≤ ∀j ≤ N) が成立する。
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