
1 対数一次形式の理論と応用:

HermiteからBaker，Matveevまで

平田典子 (Noriko Hirata-Kohno) 日本大学理工学部数学科

1.1 超越数はなぜ面白いか

Definition 1.1 (代数的数，超越数) 有理数全体のなす体 Q上，代数的となる数を代数的数
と呼ぶ．すなわち，全てが 0ではない有理数を係数とする 1変数多項式の零点となる数が代数
的数である．代数的数は複素数になることが知られている．代数的数でない複素数を超越数と
呼ぶ．

代数的数全体は体をなすことが分かっている．代数的数全体の集合を，以下 Qと表す．
有理数体 Qは可算集合であり，実数全体 Rは非可算だから，無理数は必ず非可算無限個存在
する．同様に代数的数全体 Qも可算集合であり，複素数全体 Cは非可算だから，その補集合
である超越数も必ず非可算無限個存在して，その濃度は代数的数全体より大きい．つまり超越
数は代数的数に比すると「ありふれた存在」のはずである．しかし，具体的な無理数や超越数
の構成という問題や，また与えられた実数や複素数が無理数かどうか，もしくは超越数である
かどうかの判定は，一般に非自明である．それはひとえに代数的数が「構成的」な定義を持つ
数であることに対し，超越数は「· · · で無い数を超越数と定める」という否定文による定義だ
からである．

√
2の無理数性の証明が，「有理数であると仮定して矛盾を導く」という背理法の

手段によるしかないことと同じと言える．
現在も超越数であるか，あるいは無理数であるかどうかの証明が与えられていない数が沢山
ある．古くより知られる Eulerの定数 γ = limn→∞

(
1 + 1

2 + · · · + 1
n − log n

)
は超越性，無理

数性ともに未だ分からない．超越数の例として，最初に作られた数であると言われているもの
に 1844年の J. Liouvilleの例がある．これは後述のようにディオファントス近似の応用によっ
て構成された．また，Ch. Hermiteが自然対数の底 eの超越性を 1873年に証明し，1882年に
は F. Lindemannが円周率 πの超越性を証明した．この円周率 πの超越性と，代数的数全体
は体をなすという事実を合わせると，

√
πの超越性が得られる（もしも

√
πが代数的数ならば

その 2乗も代数的数となってしまい，円周率 πの超越性に矛盾する）．この時点ではじめて単
位円と等しい面積の正方形の作図可能性を問うギリシャの等積問題は否定的に解決された．
整数論においては，与えられた情報を用いて有限回の操作で有限時間内に計算可能なアルゴ
リズムを持つ数を effectiveな数と呼ぶ．effectiveということばは数学の他の分野で多少異な
る意味で用いられていることもあるようだが，ここではこの意味と定める．
超越数の代数的数によるディオファントス近似理論は，A. Bakerの対数一次形式の理論のお
かげで effectiveな結果をもたらす場合が多く，不定方程式の代数的数の解を求める問題など
に適用される．
なぜ超越数が面白いかということを説明しよう．それは，原始的な好奇心の所以でもあるが，
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それ以外に，超越数の研究は代数的数をより詳しく調べるためにも応用できるという理由も
あるからである．標語的に言ってしまえば「興味のある集合を調べることと，その補集合を調
べることは同じ」であるからとも言えるが，実はもっと強いことが分かる．簡単にここに述べ
てみる．
「ある集合 G ⊂ Cの中の代数的数 G ∩ Qを全て具体的に求める」問題を考える．たとえば，
与えられた不定方程式の解 G ⊂ Cのうち代数的数であるもの G ∩ Qもしくは，類似として，
与えられた代数体や有理整数環などに属する数G∩Zなどを求めることを考える．フェルマー
の大定理もこのような問題の一種である．近代的な言い方では代数多様体の有理点を求める
問題になる．
その場合，「effectiveな情報」を得られるような次のプログラムを考えよう．
超越数でも代数的でも実数値を取る，ある関数 F を考える．
(1)もし与えられた数が超越数であるならば，その数での関数 F の値が B 以上である，とい
う命題を証明する．
ここで関数 F の値が B未満である数については，全て「effectiveに」求めることが出来るよ
うな環境が整っているとする．
(2)次に (1)の対偶を取る．つまり関数 F の値がB未満である数は，代数的数であることが得
られる．
(3)関数 F の値が B 未満であるような数は，Gの元になる代数的数を真部分集合として含む
ようにBを設定できるとする．関数 F の値がB未満である数が「effectiveに」全て求められ
たあと，その数を Gの定義にあてはめ，Gの元であるものだけを抽出する操作も「effective
に」行えれば Gの元になる代数的数が全て求まる．
これがいわば，Bakerの対数一次形式の理論を用いて楕円曲線の整数点などを求める基本的な
方法である．見かけは違うが，フィボナッチ数列のうち完全な累乗数になるものは 1, 8, 144
しか存在しない事実の証明 (Y. Bugeaud - M. Mignotte - S. Siksekの定理, この時点でアナウ
ンス)などにも応用された考え方である．
上記のような議論のうち現実に動くプログラムは，ある種類の数が超越数になるための十分
条件を求める問題から派生して来る場合が多い．すなわち，超越数の研究が代数的数を調べる
ために役立ったと言える．それも，単に「興味のある集合を調べることと，その補集合を調べ
ることは同じ」だけのレベルにはとどまらない，より強力な情報が入ったことになる．研究開
始したときには Hermiteや Lindemannはここまでは分かっていなかったかもしれない．
科学にはかくなる面があるのだろう，ごく単純に curiosity drivenでひたすら勉強していたら，
気づいたときにゴールに着いていて，そこがとてつもなく豊富な世界であったことになる．ス
タート地点とゴール地点がこれだけ異なる様相を呈するのも珍しい．そして後から見ると実
にしかるべき路なのだ．
だから，超越数は，面白い．
超越数の研究全般についての一般的な教科書，報告集としては例えば [6], [45], [50], [65], [73],
[76], [78], [86], [91] などがある．筆者のおすすめは [65], [91]などである．
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1.2 超越数の例について

ディオファントス近似とは，整数論的に意味のある形の近似と言ってしまっても良いが，後述
の「高さ」という関数を距離関数の代わりに用いた「近似」の概念であると総称するのが正し
い．さて Liouvilleの定理として次のディオファントス近似が知られている．これは代数的数
は有理数であまり良く近似できないことを示す定理であるが，この対偶を用いれば非常に速
いスピードで有理数によって近似される数を構成して超越数を作ることができる．
Liouvilleの定理は，ディオファントス近似や超越数に関する定理のなかでは珍しく，背理法
ではない直接証明を持つ．下記の dは 1以上で良い．

Theorem 1.1 (Liouvilleの定理) dを 1以上の整数, α を Q上 d 次の代数的数とする.
αのみに依存する定数 c(α) > 0が存在して次を満たす．αと等しくない任意の有理数
p

q
6= α（ただし q > 0）に対し ∣∣∣∣α − p

q

∣∣∣∣ ≥ c(α)
qd

(1)

が常に成立する．

Proof d = 1のときについては明らかであるが証明を述べておこう．αが有理数のとき，α =
a

b
，

a, bは最大公約数 1の整数，b > 0とおくと，仮定 p

q
6= a

b
より

∣∣∣∣α − p

q

∣∣∣∣ =
|aq − bp|

bq
≥ 1

bq
と

なり c(α) =
1
b
と取れば定理が成立する．

d ≥ 2について証明する．αの Z係数の最小多項式 f(X)(= fα(X) ; αを解とする Z係数 1
変数多項式のうち Z上既約で係数達の最大公約数が 1であり，かつ最高次の係数が正のもの
として定めれば一意である）をとる．f(X)を αで Taylor展開すると f(α) = 0より∣∣∣∣f (

p

q

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
d∑

k=1

(
p

q
− α

)k
f (k)(α)

k!

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣pq − α

∣∣∣∣ d∑
k=1

∣∣∣∣pq − α

∣∣∣∣k−1 ∣∣∣∣f (k)(α)
k!

∣∣∣∣
となる．まず |p

q
− α| ≤ 1の場合は

≤
∣∣∣∣pq − α

∣∣∣∣ d∑
k=1

∣∣∣∣f (k)(α)
k!

∣∣∣∣ =
1

c(α)
·
∣∣∣∣α − p

q

∣∣∣∣
が得られる．d ≥ 2より f(

p

q
) 6= 0 となることから |f(

p

q
)| ≥ p

qd
である．したがって先の |f(

p

q
)|

の上からの評価とあわせると定理が従う． |p
q
− α| > 1の場合，定理成立は自明. c(α) > 0は

上の取り方より具体的に決定される数である． ut

さて，これから次の結果がわかる．

Corollary 1.2 α を Q上 d (≥ 2) 次の代数的数とする.任意の ε > 0 に対して不等式∣∣∣∣α − p

q

∣∣∣∣ <
1

qd+ε
(2)
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を満たす有理数 p

q
（q > 0）は有限個である．

Proof p, qは最大公約数 1の整数としてよい．(1)から

c(α)
qd

≤
∣∣∣∣α − p

q

∣∣∣∣ <
1

qd+ε

となるので，qε <
1

c(α)
が得られて有限個の正整数 q が定まる．α− 1

qd+ε
<

p

q
< α +

1
qd+ε

か

ら整数 pも決まる．p, qの決まり方は具体的 (effectiveであることは勿論，全部簡単に求めら
れてしまう）である． ut
Theorem1.1の証明では，整数のような「粗に存在している」集合の元に対して，異なる元の
距離が 1以上つまり「ゼロでない整数の絶対値は 1以上」という事実に帰着して考えるところ
が本質的な点である．
ディオファントス問題で我々の興味を持つ対象は，有理点と総称されるような，Q, Z, Q，有
限次代数体などの元であるが，これらはすべて粗なる集合である．この考え方で見ることが必
然である．単に有理数を実数の中で捉えたら，有理数の稠密性という性質があって困る訳だ
が，有理数を分母と分子の整数の組である数と捉えることが重要なのである．異なる有理数と
いうものを，異なる整数の話に帰着させれば良いのである．そうすれば異なる元の距離が 1以
上という断固たる事実から，非自明なる下からの評価が従い，興味のある有理点の考究が可能
となる．
同様に，d次の代数的数 αも，「Z係数の αの最小多項式 fα の係数」を並べた d + 1次元整
数格子の点と考えられる．整数格子の点は距離が一定以上離れているのだから，異なる代数
的数同士が互いに近いことは不可能であると言うのが Liouvilleの定理である．すなわち，代
数的数同士は良く近似できないということを表していて，実に自然な定理なのである．なお，
Liouvilleの定理よりも後述のRothの定理が（一部の範疇の数を除いて）より良い近似を与え
ている．

さて，Theorem1.1を用いて Liouvilleは次のような超越数を構成した.一般にこのような数を
Liouville数と称する．

Theorem 1.3 α =
∞∑

n=1

2−n! は超越数である.

Proof

q(k) = 2k!, p(k) = 2k!
k∑

n=1

2−n! とおく.ただし kは 1以上の整数とする．このとき∣∣∣∣α − p(k)
q(k)

∣∣∣∣ =
∞∑

n=k+1

2−n! < 2 · 2−(k+1)! = 2(q(k))−k−1 である．ここで kを十分大きくとれば

∣∣∣∣α − p(k)
q(k)

∣∣∣∣ <
1

(q(k))2+ε
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が無限個の有理数 p(k)
q(k)

に対して成り立つことになるが，α が代数的数ならば Liouvilleの定

理に反するので, α は超越数でなければならないことになる. ut
1

(q(k))2+ε
は kが大きくなると，ものすごいスピードで小さくなる分数であるから，

∞∑
n=1

2−n!

は，非常に良く有理数で近似できる超越数であることがわかる．Liouville数の集合は非可算
であるが，Lebesque測度は 0であることが [42]などにより知られている．
Liouville数は超越数であるが，超越数の例はLiouville数に限らない．例えば，0.1234567891011121314...

という無限小数は超越数であるが Liouville数ではない．K. Mahlerの証明した事実として，一
般に n ∈ Nに対し f(n) ∈ N，f(n) → ∞ (n → ∞)となる整数係数 1変数多項式 f を取り，小
数点以下これらを順番に並べた無限小数 0.f(1)f(2)f(3)...は Liouville数ではない超越数とな
ることが知られている [49]．eや πも Liouville数ではないことが連分数の議論から得られる．

1.3 Hermiteの定理など

Theorem 1.4 (Hermite- Lindemann の定理) αが 0でない代数的数なら，exp(α)は常
に超越数となる．

上記の定理で α = iπとおけば，exp(iπ) = −1は超越数ではないので，Lindemann の定理で
示されていた πの超越性が従う．α = 1のときが Hermiteの定理である．

さて 1900年のヒルベルトの第７問題において，2
√

2 や eπ は超越数になるのではないかと問
われていた．A. O. Gel’fondと Th. Schneiderは独立に次の結果を得て，これを肯定的に解決
した．

Theorem 1.5 (Gel’fond-Schneiderの定理) α 6= 0, 1, β /∈ Qである代数的数 α, β に対し，
αβ は超越数となる．

これより，2
√

2 や eπ = (−1)i は超越数であることが従う．つまり，

L = {` ∈ C| exp(`) ∈ Q}

は Q上の線形空間だが，Q上の線形空間にはならないことがわかる．
Hermite- Lindemann の定理は，1と ` ∈ LがQ上一次独立なら，Q上でも一次独立という命
題と同値である．また Gel’fond-Schneiderの定理は `1, `2 ∈ Lが Q上一次独立なら，Q上で
も一次独立という命題と同値である．
これを一般的に拡張したのが次の A. Bakerの定理である．

Theorem 1.6 (A. Baker) `1, · · · , `n ∈ LがQ上一次独立ならば，1を加えた n + 1個の数
である 1, `1, · · · , `n は Q上で一次独立となる．
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したがって，上記の定理の仮定を満たす `1, · · · , `n ∈ Lに対して代数的数係数 β1, · · · , βn ∈ Q
による任意の一次結合 β1`1 + · · ·+ βn`n，即ち対数一次形式 linear form in logarithms は 0か
超越数であり，0になる場合は β1 = · · · = βn = 0である場合に限ることがわかる [6], [88]．

Hermite- Lindemann の定理の簡単な系をもうひとつ述べておく．これは代数的数の複素共役
も代数的数であることに注意すれば得られる．

Corollary 1.7 α ∈ C, α 6= 0のとき αおよび sinαの少なくとも一方は超越数である. 同様に
αおよび cos αの少なくとも一方は超越数である.

1.4 高さとMalher measure

対数一次形式の定理は effctiveに定量化される．これが A. Bakerがフィールズ賞を授けられ
た最大の理由であろう．指数和などの評価方法では出来なかったことを可能にしたことにな
る．そのためには，最初に述べたような良い性質の関数をいくつか定義する必要がある．まず
高さと呼ばれる重要な概念を定める．

Definition 1.2 (射影座標の絶対的対数的高さ) X ∈ PN (Q) を考える．X = (x0, . . . , xN ) ∈
PN (K) となる有限次代数体K に対してX の絶対的（対数的）高さを次で定める．

h(X) :=
1

[K : Q]

∑
v

nv log(max{|x0|v, . . . , |xN |v}) .

ただし和は有限次代数体Kの互いに同値でない全ての非自明な付値の集合を走り，nv = [Kv :
Qv]は各付値 vにおける局所次数とする．
この定義は射影座標の取り方や有限次代数体K の取り方によらずに定まることが知られてい
る．前者はK を有限次代数体とするときの，付値の Product formula「a ∈ K, a 6= 0に対し∏
v

|a|nv
v = 1」から従う．後者は付値の Extension formula「K の任意の有限次拡大体 Lに対

して vの上にある Lの付値を wとかくと [L : K]nv =
∑
w|v

nw であること」から得られる．

Definition 1.3 (代数的数の絶対的 (対数的)高さ) α ∈ Qのとき (1, α) ∈ P1(Q) を考え，
h(α) := h((1, α))と定めて α ∈ Qの絶対的対数的高さという．K = Q(α)に対して (1, α) ∈
P1(K)と考えて良い．またこの指数関数値である絶対的高さをH(α) := exp(h(α))と表す．

すなわち xを正実数とするとき log+ x := log(max{1, x})とおくと

h(α) =
∑

v

[Kv : Qv]
[K : Q]

log+ |α|v

である．
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Proposition 1.8 K を有限次代数体，α, α1, · · · , αn ∈ K とするとき，次が成り立つ．
(i) h(α) = h(α−1)
(ii) h(α1α2) ≤ h(α1) + h(α2)
(iii) h(α1 + · · · + αn) ≤ log n + h(α1) + · · · + h(αn).

Proof (i) は定義から従う．(ii) は 正の実数 x, y に対して log+ xy ≤ log+ x + log+ y であ
ることから得られる．(iii) について示す．まず v が有限付値ならば log+ |α1 + · · · + αn|v ≤
max1≤i≤n log+ |αi|vである．vが無限付値ならば log+ |α1+· · ·+αn|v ≤ log+ n+max1≤i≤n log+ |αi|v
である．これらから従う． ut

代数的数 αに対し h(α) は，αの最小多項式の係数の絶対値の最大値で定義されるごく「原始
的な」高さと次のような関係がある [87]（もうすこし精密化された関係式もいくつかある）．
その簡単な説明のためにこの「原始的な」（もしくは「ナイーブな」）高さ，そして Mahler
measureを導入する（以下のHclという記号は一般的なものではなく，このテキストにおける
記号であることをお断りしておく）．

Definition 1.4 (多項式の「原始的な」高さ) a0, · · · , ad ∈ C, a0 6= 0に対し d次の複素係数
多項式
f(X) = a0X

d + · · · + ad ∈ C[X] を考える．このとき Hcl(f) := max
0≤i≤d

|ai| と表し，f(X)の
「原始的な」高さという．

Definition 1.5 (代数的数の「原始的な」高さ) d次の代数的数 α ∈ Qに対し，Z係数の α

の最小多項式 fα を取る．Hcl(α) = Hcl(fα)すなわち最小多項式の係数の絶対値の最大値を
α ∈ Qの「原始的な」高さという．
Hcl(α)は正整数である．

次が本質的である．

Proposition 1.9 D ≥ 1, B ≥ 1を与えられた実数とする．このときHcl(α) ≤ Bかつ αの次
数 dが d ≤ Dを満たすような全ての代数的数 α ∈ Qは有限個であり，その最小多項式は全て
effectiveに列記できる．

Proof 絶対値が B 以下の整数は全て決められることから，自明である． ut

つまり「原始的な」高さと次数が boundedなる代数的数は effectiveに求まる. ただし「方程
式を解く」操作についてはここでは考えず，最小多項式を決めれば代数的数が effectiveに決
まると理解することにしておく．
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Definition 1.6 (Mahler measure) a0, · · · , ad ∈ C, a0 6= 0に対し，d次の複素係数多項式
f(X) = a0X

d + · · · + ad ∈ C[X]を考える．このとき

M(f) =

exp
(

1
2π

∫ 2π

0

log
∣∣f(eiθ)

∣∣ dθ

)
if f(X) 6≡ 0

0 if f(X) ≡ 0
(3)

と定める．

M(f) =

exp
(∫ 1

0

log
∣∣f(e2πiθ)

∣∣ dθ

)
if f(X) 6≡ 0

0 if f(X) ≡ 0

と定義している本もあるが，全く同じである．

このとき，次が成り立つ．

Proposition 1.10 (i) M(fg) = M(f) M(g).
(ii) a0, · · · , ad ∈ Z, a0 6= 0に対し，d次の整数係数多項式
f(X) = a0X

d + · · · + ad = a0(X − α1) . . . (X − αd) ∈ Z[X]を考える．
このときMahler measureは

M(f) = |a0|
d∏

i=1

max (1, |αi|)

に等しい.
(iii) d次の代数的数 α ∈ Qに対してM(α) = h(α)d が成り立つ．言い換えれば

h(α) = d log M(α).

Proof (i) は定義から従う．(ii) であるが，Jensenの公式，たとえば L. V. アールフォルス
著の複素解析（現代数学社，笠原乾吉訳）の本の 223ページから 224ページを参照する. ま
ず (i) より M(f) = M(a0)

∏d
i=1 M(X − α1) . . .M(X − αd) = |a0|M(X − α1) . . .M(X −

αd) となる．そこで 1 次式 X − α に対する M(X − α) の計算を行う．| · | が無限付値の
場合で α が単位円 |z| = 1 の内部にある場合，つまり |α| < 1 ならば多項式 X − α に対

して 1
2π

∫ 2π

0

log
∣∣eiθ − α

∣∣ dθ = log |α| + log | 1
α
| = 0 であり，またそうでない場合，つまり

|α| ≥ 1 ならば 1
2π

∫ 2π

0

log
∣∣eiθ − α

∣∣ dθ = log |α| になることから | · | が無限付値の場合は

1
2π

∫ 2π

0

log
∣∣eiθ − α

∣∣ dθ = log+ |α| が分かる．以上より (ii) が従う．(iii)については，まず (ii)

から

log M(α) = log |a0| +
d∑

i=1

log+ |αi|

となる．ここで代数体の無限付値の意味から

1
d

d∑
i=1

log+ |αi| =
∑
v|∞

log+ |α|v
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であることと，有限付値の場合は

1
d

log |a0| =
∑
v 6 |∞

log+ |α|v

になっていることを合わせれば (iii)が証明された． ut

Proposition 1.11 多項式の原始的な高さ Hcl(P ) = max
1≤i≤d

|αi| に対して

M(α) ≤ (d + 1)1/2Hcl(α)

および
Hcl(α) ≤ 2dM(α)

が得られる.

Proof Malher measureの定義より αの最小多項式 f(X) = a0X
d + · · · + ad に対して

M(α) ≤
(

1
2π

∫ 2π

0

∣∣f(eiθ)
∣∣2 dθ

)1/2

が成り立つ．ゆえに

M(α) ≤

(
d∑

i=0

|ai|2
)1/2

≤ (d + 1)1/2Hcl(α)

である．Hcl(α) ≤ 2dM(α)については，解と係数の関係および基本対称式の対称性によって

|a0| + · · · + |ad| ≤ |a0|
d∏

i=1

(1 + |αi|) ≤ 2dM(α)

となり従う． ut

以上よりHcl(α)とM(α)は次数 dが固定されている場合には本質的に同じ働きをする．すな
わち，次数及びM(α)がある正定数以下の α ∈ Qは有限個でかつ理論的に全て effectiveに求
まる．まとめると下記である．これこそ，高さが代数的数を測る理想的なものさしであること
を意味する．

Corollary 1.12 D ≥ 1, B ≥ 1を与えられた実数とする．このとき h(α) ≤ B かつ αの次数
dが d ≤ D を満たすような全ての代数的数 α ∈ Qは有限個であり，その最小多項式は全て
effectiveに列記できる．

Proof Proposition1.9と Proposition1.10と Proposition1.11 を組み合わせれば良い． ut
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1.5 A. Bakerによる対数一次形式の理論

定理の詳細は [6], [88]にあるが，その根幹を述べると Bakerの対数一次形式の定理とは次の
形で与えられる．

Theorem 1.13 (A. Baker) Q上 d次の代数体Kに属する代数的数の対数 `1, · · · , `n ∈ L
が Q上一次独立と仮定する．このとき，n, d, |`i|, h(exp(`i))(1 ≤ i ≤ n)の関数として具体的
に表される effectiveな正定数 C で，次をみたすものが存在する．
B ≥ eを満たす実数 B をとる．このとき h(βi) ≤ log B(0 ≤ i ≤ n)をみたす，すべてが 0で
はない任意の β0, β1, · · · , βn ∈ K に対し，|β0 + β1`1 + · · · + βn`n| > B−C となる．

Bakerの定性的な定理 Theorem 1.6から β0, β1, · · · , βnの全てが 0ではないことと β0 +β1`1 +
· · ·+ βn`n 6= 0は同値であるから |β0 + β1`1 + · · ·+ βn`n| > 0であることは分かるが，その情
報を β0, β1, · · · , βnの各々ではなくBによって捉えたことが本質である．β0, β1, · · · , βnの各々
で下からの評価を記述しても意味が無い，|β0 +β1`1 + · · ·+βn`n| >

1
2
|β0 +β1`1 + · · ·+βn`n|

は当たり前である．楕円曲線の整数点の有限性へこの評価を応用する場面では B での表示が
重要である．整数点への応用については [80] を参照すれば良い．
この具体的に表される正定数 C を全部書き下し，かつ大きな改良を数の幾何学を用いて行っ
たのが E. Matveevである [53][54][55].しかしその実際の評価式は面倒な条件のもとに記され
ていてなかなか使いにくい．本質的には nの依存部分が，従来の nnオーダーではなく nの絶
対定数乗オーダーに落とせたことが大切で，そのアイデアは数の幾何学における格子の考究
に負う．ここではその後の簡略化である Yu. Nesterenkoの定理 [52]を紹介しておこう．
β0, β1, · · · , βn の属する基礎体は，ディオファントス問題に最も応用される有理数体とする．

Theorem 1.14 (Yu. Nesterenko) α1, . . . , αn は正の有理数とする．
その実数対数の値である log α1, . . . , log αnはQ上一次独立であると仮定する. B > 0を取る．
このときmax1≤i≤n |bi| ≤ Bをみたす，すべてが 0ではない任意の b1, . . . , bn ∈ Zに対して次
の不等式が成り立つ．

|b1 log α1 + · · · + bn log αn| ≥ exp
(
−2.9(2e)2n+6(n + 2)9/2h(α1) · · ·h(αn) log(eB)

)
.

Proof Yu. Nesterenkoの [52]における Theorem 2.1である． ut
上記の一連の定理における指数関数を任意次元の可換代数群の指数写像に拡張して考える一
般の対数一次形式の超越性はG. Wüstholzによる ([90])．これより Schneiderの予想していた
超越性，たとえば代数体上定義された単純Abel多様体の 0でない周期，（指数写像の核に属す
る元の各座標の意味）は，すべて 0か超越数となる．次元が 1の場合つまり楕円曲線の場合
は，Schneiderが示していたので，その高次元版の解決となる．Schneiderの結果 [73]は次の
ように述べられる．

Theorem 1.15 Weierstrassの楕円関数 ℘(z)がみたす微分方程式 ℘′2 = 4℘3 − g2℘− g3にお
いて g2, g3 ∈ Qならば，℘(u) ∈ Q ∪ {∞}となる u ∈ Cは 0か超越数である.
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特別な場合として，℘の周期は 0か超越数となる. これらの定量化については S. David, 平田
らの仕事がある [19], [37]．Masser-WüstholzによるAbel多様体の同種写像の次数の評価にも
この手法が用いられているが証明で難しい部分であったのは零点の評価である [51]．

2 部分空間定理と単数方程式:

SiegelからSchmidt，Faltingsまで

2.1 ディオファントス方程式の概念

m を 1 以上の整数とし，f(X1, · · · , Xm) ∈ Z[X1, · · · , Xm]，f(X1, · · · , Xm) = 0 の形の
方程式に対して X1, · · · , Xm ∈ Z の範囲で解を求めるとき，その方程式をディオファント
ス (Diophantus)方程式もしくは不定方程式と称する．Zのみならず，Q，代数的整数，代数
的数あるいは有限生成群，有限生成整域などの集合に，係数や解の範囲を限った方程式，及
びその有限個の連立方程式や一般化，現代的な解釈を総称してディオファントス問題とも言
う．ディオファントス (Diophantus) は 3 世紀頃のギリシャのアレクサンドリアの数学者で
あろうと言われていて，このような方程式の整数解や有理数解を研究したようであるが，そ
の生涯については余り良く分かっていない．算術 (Arithmetika)という書物を著し，そこで
様々な不定方程式を調べている．ピタゴラス方程式と呼ばれる方程式 X2 + Y 2 = Z2 に対し
XY Z 6= 0を満たす整数解 X,Y, Z を求める問題も考察されている（互いに素な X,Y, Z の一
般解は X = a2 − b2, Y = 2ab, Z = a2 + b2(a, b ∈ Z)であり，無限個存在する）．nを 3以上
の任意の整数とし，nを固定する．ピタゴラス方程式の一般化に相当するXn + Y n = Znが，
自明解つまりXY Z = 0となる場合以外には整数解X,Y, Z ∈ Zを持たないという命題は，P.
de Fermat によって考察されたが Fermatの大定理と呼ばれ，1995年に A. Wilesによって証
明されたことは周知の事実であろう。
このようなディオファントス問題に役立つ近似である，有理数による無理数の近似，代数的数
による代数的数の近似，また代数的数による超越数の近似などの近似不等式をディオファント
ス近似と呼ぶ．近似する数と近似される数の距離を，単なる距離関数ではない「高さ」関数で
表記することがその本質である．「高さ」はすなわち有理数や代数的数に対して特別に反応す
る「ふるい」であり，なおかつ付値から作られていて距離のような性質をもつ「ものさし」な
ので，三角不等式に近いものが成立することは前述の通りである．
ディオファントス近似は数論幾何学の主要な道具の一つになっており，例えばG. Faltingsや
P. Vojtaにより高次元Mordell予想の解決に使われたことも知られている（Faltingsの議論は
その後 E. Bombieriにより簡略化された）[30], [31], [32], [83], [84], [85]．

ディオファントス近似の教科書や最近の報告集としては [21], [65], [71], [72], [91]などがあげ
られよう．
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2.2 Dirichletの定理

まず Dirichletの定理 (1842) を述べよう．まず，引き出し論法 (Box principle)という考え
方であるが，これは「11本の鉛筆を 10個の引き出しに入れると，どんな入れ方をしても必
ず少なくとも 1個の引き出しに 2個以上の鉛筆が存在する」ということである．鳩の巣論法
とも呼ばれる．引き出し論法によって以下の Lemma 2.1が証明され，Lemma 2.1を用いて
Theorem 2.1が得られる．

Theorem 2.1 (Dirichlet) αを実無理数とする．このとき，|α− p

q
| <

1
q2
を満たす p

q
∈ Q

は無限個存在する．

右辺 1
q2
のかわりに単なる正の数を用いて αとの距離を近くするならば，有理数の稠密性から，

任意の ε > 0に対し |α− p

q
| < εを満たすような p

q
∈ Qが無限個存在するのは自明である．こ

こではそのような議論をするのではない．右辺が近似分数の高さであることが重要である．実
際，有理数に対し高さ関数は h(

p

q
) = log max(|p|, |q|)であることが高さの定義から分かるが，

不等式の右辺を上記のように 1
max(|p|, |q|)

のかわりに 1
|q|
で置き換えても，不等式の結論が

変わらないことを確かめることが出来るので，上記の主張の右辺は 1
max(|p|, |q|)2

であると考

えて良い．このように，単なる ε > 0ではない近似関数を用いているところが，ディオファン
トス近似の骨子である．ここでたとえば |α − p

q
| <

1
q3
と右辺を変えた瞬間，αが代数的な無

理数ならば，この不等式を満たす p

q
∈ Qは有限個に限るというRothの定理 [71]定理 2A（後

述）の主張があることに注意すると，有限性と無限性を分ける臨界は 2という指数になる．
Theorem 2.1の証明のために，次の Lemma 2.1をにおいて変数Qを導入し，Q → ∞にする
ことで互いに素な p, q ∈ Zの組み合わせが無限個存在することを示す．

Lemma 2.1 (Dirichlet) αを実数とする．Q ∈ R, Q > 1とする．このとき 1 ≤ q < Q，
|αq − p| ≤ 1

Q
を満たす p, q ∈ Zが存在する．

では，Theorem 2.1を証明する．
Proof
Q0 ∈ R, Q0 > 1とする．Lemma2.1より 1 ≤ q < Q0,

|αq−p| ≤ 1
Q0
を満たす p, q ∈ Zが存在する．ここで gcd(p, q) = d ≥ 1ならば，q = dq′, p = dp′

とおくと |αq′ − p′| ≤ d|αq′ − p′| = |αdq′ − dp′| ≤ 1
Q0
であるから，gcd(p, q) = 1つまり p

q
は

既約分数として良い．このような互いに素な p, q ∈ Zを 1組とって固定し，p0 = p, q0 = qと
おく．
|αq0 − p0| ≤

1
Q0
であるが，定理 1.1の仮定において αは無理数だったので αq0 − p0 6= 0であ
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る (もし αq0 − p0 = 0ならば α =
p0

q0
となり有理数になってしまう)．つまり 0 < |αq0 − p0|で

あるから， 1
Q1

< |αq0 − p0|となるような Q1 ∈ R, Q1 > 1が存在する．
この Q1 に対して再び定理 1.2を適用する．これを繰り返すと次のように p, q,Qの列が出来
る．番号をつけると
0 < · · · <

1
Q2

< |αq1 − p1| <
1

Q1
< |αq0 − p0| <

1
Q0

.

ここでQ → ∞とすると互いに素な整数の無限個の組 (p, q)が存在することが上記より得られ
る．1 ≤ q < Qと合わせて考えると，これら無限個の組 (p, q)の全てが |α − p

q
| ≤ 1

qQ
≤ 1

q2

を満たすことになるから Theorem 2.1が従う． ut
C を正数，αを実無理数とするとき，同様の Diophantus近似不等式 |α − p

q
| <

C

q2
を考える

と，C ≥ 1√
5
ならば任意の実無理数 αに対し，やはり無限個の有理数解 p

q
(p, q ∈ Z)を持つ．

この C の臨界に注目すると C <
1√
5
ならば有限個の有理数解しか存在しないような実無理数

αが作れることが知られている（A. Hurwitz, 1891）．また Theorem 2.1の代数体版も成立す
る，すなわち実代数体K を固定するとK に依存する C > 0が存在し，任意の実数 α /∈ K に
対し不等式 |α − ξ| < C max(1, |α|2)HK(ξ)−2 が無限個の ξ ∈ K に対して成り立つ．　
ここでHK(ξ)はK に依存する代数的数 ξの高さであり，絶対的対数的高さ hに対しH(ξ) =
exp(h(ξ)) とおくとき，HK(ξ) = H(ξ)[Q(ξ):Q] と理解すれば良い．さらに代数体を固定せず，
次数のみ固定すると次のようになる．dを自然数とし，αは d+1次以上の実代数的数であるか，
あるいは実超越数とする．dと αに依存するC > 0が存在し，|α− ξ| < CH(ξ)−d(d+1)が無限
個の d次の代数的数 ξに対して成立するという命題は，d = 2まで証明され（H. Davenport-W.
M. Schmidt），d ≥ 3では未解決，であるがこれに関してE. Wirsingは |α−ξ| < CH(ξ)−

d(d+3)
2

を満たす deg ξ ≤ dの実代数的数 ξ が無限個存在することを証明され (1961)，D. Royの考察
が行われている．以上は全て無限個の解をもつ近似不等式である．

2.3 Rothの定理

Liouvilleの定理は Liouville以来，A. Thue, C. L. Siegel, H. Davenport, F. J. Dysonらによっ
て改良され，K. F. Rothが右辺を最良の評価まで到達させた (1955)．今日 Rothの定理と言
われるものである．すなわち下記の主張である．

Theorem 2.2 (Rothの定理) α を d ≥ 2 次の実代数的数とする.このとき,任意の ε > 0に

対して, 不等式
∣∣∣∣α − p

q

∣∣∣∣ <
1

q2+ε
を満たす有理数 p

q
は有限個しか存在しない．

注意しておくが，d = 1のときと αが実数でない複素数のときは自明である．後者については
複素平面で有理数と αが離れていることから分かる．上記の主張はさきの（指数的）高さに
よって

∣∣∣∣α − p

q

∣∣∣∣ <
1

H(
p

q
)2+ε

としても有限性は変わらない．Dirichlet の定理から，Rothの定
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理は論理的に最良の指数 2 + εを持つことがわかる. これと同値な述べ方として，下記もある．
「任意の正数 C，任意の ε > 0に対し，|α− p

q
| < CH(

p

q
)−2−ε を満たす有理数 p

q
は有限個で

ある．」
Rothの定理は Liouvilleのそれとは本質的に異なり，不等式を満たす有理数 p

q
は有限個であっ

ても，それらを有限時間の有限回の操作で具体的に求めうるアルゴリズムはまだ得られてい
ない，つまり Rothの定理は effectiveではない．effectiveな Rothの定理を得ることは人類の
夢である．証明方法への寄与に鑑みて，Thue-Siegel-Rothの定理とも呼ばれている．また実
際には証明の中で一般化された generalized Wronskianを定義した Dysonの貢献も大きい．

Rothの定理から 2変数 Thue方程式の整数解は有限個である事実が従う．[71] 118ページに
その証明が掲載されている．また最近では逐次最小の言葉でRothの定理を一般化できること
も知られている [65].
Liouvilleの近似不等式と同様に，Rothの定理を次のように述べても良い．

任意の ε > 0に対し αと εに依存する正定数 A > 0が存在して |α− p
q | > AH(

p

q
)−2−εという

不等式が αと異なる全ての有理数 p

q
に対し成立する．

しかしこの A > 0は Liouvilleと異なり，effectiveではない正定数である．
Rothの定理は論理的に最良といっても，まだまだ分からない事は非常に多い．ちなみに下記
は未解決問題（Serge Langによる）である．

Conjecture 1 αが 3次以上の代数的数ならば，不等式∣∣∣∣α − p

q

∣∣∣∣ <
1

q2(log q)κ

を満たす有理数 p

q
は, κ > 1ならば （または少なくとも αによって定まる定数 κ0(α)が存在

して，κ > κ0(α) ならば）有限個しか存在しない.

上記のConjecture1 は”almost all” 代数的数 αに対しては成立している．これはA. Kintchine
の定理から直ちに得られる．

2.4 部分空間定理

Rothの定理の多変数版は，W. M. Schmidtの部分空間定理 subspace theoremである．
その代数多様体上の一般化 [31]では，一次式以外の積の場合にも拡張されているが，本質的
な部分はもとの 30年前の部分空間定理本体から従うことも注意されている．部分空間定理の
変数を代数体で考える一般化，通常の絶対値の代わりに代数体の付値をとるもの，定量化およ
び [31]の定量化については [23]および [26]などがある．最近になってオートマトン論や，あ
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るいは曲面における整数点の分布への応用が発見されている．近似の指数は最良評価になって
いる．

部分空間定理とは下記の定理である．この左辺はわかりにくいものであるが，実はいわば内積
であり，n次元での有理点同士の距離と考えられ得る事に注意したい．

Theorem 2.3 (Schmidt’s Subspace Theorem) nを２以上の整数とする．
L1(x) , . . ., Ln(x) ∈ Q[x1, . . . , xn] を線形独立な線形形式とする.すなわち，これら線形形式
の係数を並べて得られる正方行列の行列式は 0にならないとする．任意の δ > 0 に対し，有
理数係数で定まる有限個の真部分空間 T1, . . . , Tw ⊂ Qn が存在して次が成立する．

|L1(x) . . . Ln(x)| < |x|−δ (4)

を満たす整数点 x ∈ Zn (x 6= 0) はこれらの部分空間の和集合 T1 ∪ · · · ∪ Tw に属する．ただ
し |x| =

(
x2

1 + · · · + x2
n

) 1
2 とする．

右辺は x ∈ Zn であることから高さの関数になっているとみなして良い．

Rothの定理はこの部分空間定理の n = 2の場合に相当する．また L1(x), · · · , Ln(x)全てが有
理数係数の場合は自明となる．

部分空間定理は Diophantus近似で最も深い定理の一つとされているが，Rothの定理と同様
に，残念ながら effectiveではない．即ち Qn の有限個の真部分空間 T1, . . . , Tw の定義式は不
明である．ここを effectiveにすることは非常に難しいと考えられている．しかし有限個の真
部分空間の個数の上からの評価は，与えられた情報により具体的に記述され，定量的部分空間
定理と称される．部分空間定理は Norm形式方程式と呼ばれる不定方程式の整数解の有限性
を与える．また部分空間定理の別証明は [31]により与えられている．部分空間定理の変数 x

を代数体で考える一般化，通常の絶対値の代わりに代数体の付値をとるもの，その定量化およ
び [31]の定量化については [23]および [26]がある．
更に未知数 xをQで解くものを絶対部分空間定理と称するが [28] これは数の幾何学の応用に
よっている [27]．

定量的部分空間定理は，単数方程式の解の個数の上からの評価を与えるという著しい応用が
あり，それを経て様々な不定方程式の解の個数の上からの評価をもたらす．単数方程式の解の
個数については [27], [72]に述べられているが下記に少しまとめよう．

2.5 単数方程式

K を [K : Q] = d < ∞となる有限次代数体とする．S をK の付値の有限集合で， 無限付
値を全て含むとする．s = #S < ∞とおく．
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Definition 2.1 (S 整数，S 単数) S 整数とは，次の集合の元である．
OS := {x ∈ K : v(x) ≥ 0 for ∀v ∈/S}. また S 単数とは
US := {x ∈ K : v(x) = 0 for ∀v ∈/S}の元である．

単数方程式というものを定義する．

Definition 2.2 (単数方程式) α1, α2 ∈ K − {0}に対して未知数 x, yを単数もしくは S 単
数 US で考えた α1x + α2y = 1 を単数方程式と呼ぶ．

Theorem 2.4 (Siegel, Mahler, Lang) 単数方程式 α1x + α2y = 1 in x, y ∈ US

の解は有限個に限る．

上記の定理は Rothの定理から得られる．この高次元版としては部分空間定理から得られる単
数方程式の解の有限性がある．これらを，単数に限らず有限生成群の元に一般化された主張が
得られるのでそれについて述べよう．代数体とは無関係の有限生成乗法群の命題に拡張したこ
とになる [29]．

Definition 2.3 (General unit equation) K を characteristic 0の体とする．Γを (K∗)n

の finite rank r < ∞の部分群とする．すなわち有限個の生成元 u1, u2, · · · , ur ∈ Γ が存在し
て次を満たす．全ての x ∈ Γ ⊂ (K∗)n に対して xz = uz1

1 · · ·uzr
r を満たす整数 z, z1, · · · , zr が

とれる．
さて α1, · · · , αn ∈ K − {0}とする．このとき General Unit equationとは未知数を Γで探す
単数方程式，つまり α1x1 + · · · + αnxn = 1 in x := (x1, · · · ,xn) ∈ Γ と定める．単数という
概念は無くなっているが有限生成の群の元と言うところにその名前の根拠がある．ただし空で
ない任意の indexの部分集合 I ⊂ {1 · · ·n}に対して

∑
i∈I

αixi 6= 0であるとする．このような

解 x := (x1, · · · ,xn) ∈ Γを “non-degenerate” と称する．従って “degenerate” solutionsとは
消えてしまう部分和

∑
i∈I

αixi = 0を持つもののことである．

Theorem 2.5 (Evertse-Schlickeweri-Schmidt, 2002) General Unit equation
α1x1 + · · · + αnxn = 1を考える．未知数の範囲は x = (x1, · · · , xn) ∈ Γであるとする．この
とき，この解の個数は高々c(n)r+1 ただし c(n) = exp

(
(6n)3n

)
である．

この別証明は G. Rémondによって与えられている．2変数の場合の Beukers-Schlickewei の
定理が 1996 年に証明されており，その n = 2 の場合は，これより良い評価になっていて
28(r+2)で与えられている．ここで rは Γの階数であるので，通常の単数群の場合はその階数
の r = r1 + r2 − 1にあたる．

なお，一般にこのような解の有限性が従うが，他方で有限個ではあるが「いくらでも」多くの
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解を持つ単数方程式も構成できることに注意しておこう．これらは下記の定理であるがErdős,
Stewart, Tijdemanや Konyagin, Soudararajanに負う．

N(α1, · · · , αn) を α1x1 + · · · + αnxn = 1の non-degenerate 解の個数とおく．

Theorem 2.6 (Erdős-Stewart-Tijdeman) K = Qとする．
このとき絶対定数 c > 0と，付値の有限集合 S で任意の cardinality sを持つものが存在して
次が成り立つ．

N(1, 1) ≥ exp
(
c(s/ log s)1/2

)
さらにこの改良は下記で与えられる．

Theorem 2.7 (Konyagin-Soudararajan) 絶対定数 γ < 2−
√

2 と，付値の有限集合 S で
任意の cardinality sを持つものが存在して次が成り立つ．

N(1, 1) ≥ exp
(
sγ

)
.

この結果は H. P. Schlikeweiらにより回帰数列などに対して応用されている [27]．

Rothの定理では 2数の距離を片方の高さと比較しているが，これを両方の高さと比較する命
題が次の Schmidtの予想で，部分的な結果はあるが [24]未解決である.

Conjecture 2 K を代数体とし，任意の ε > 0をとる．K と εによる正定数 C が存在して
任意の α, β ∈ K，α 6= β に対し |α − β| > C max {H(α), H(β)}−2−ε となるであろう．

これは symmmetricディオファントス近似と呼ばれ，難しい問題とされている．解決されれ
ば単数方程式などに著しい応用が期待される．

2.6 数の幾何学について

数の幾何学とは，数をユークリッド空間の格子点と対応させ，幾何学を用いて数論に役立つ性
質を考究する学問の総称で，歴史的には H. Minkowskiが称したといわれる．ついでにディオ
ファントス近似という言葉もMinkowskiの言葉といわれている．Dirichletの単数定理の証明
や，与えられた判別式をもつ代数体が有限個であるという Hermite-Minkowskiの定理の証明
も数の幾何学に負う．教科書は [13], [36], [56], [71], [72], [79]などがある．最近では絶対的部
分空間定理にその手法が応用されている [27]．絶対的とは，体によらずに主張を述べられる場
合に用いる言葉である．その代表的な定理であるMinkowskiの第 1および第 2定理を紹介す
る．Minkowskiの第 2定理は逐次最小による整数格子の点に対する近似である．
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Definition 2.4 空でない C ⊂ Rnに対し次の条件を満たす集合 C を凸体という．原点を内点
にもつ有界閉集合であり，原点で点対称，そして C の任意の 2点 P,Qに対し，線分 PQが C
に含まれる (凸集合）であるもの．

C は通常の意味の体積を持つ．それを V (C)とおく．
簡単のため，x = (x1, · · · , xn) ∈ Rn の 1 ≤ i ≤ nに対する全ての座標 xi が xi ∈ Zを満たす
xを整数点という．また，Zn のことを Rn の整数格子とよぶことにしよう．

Theorem 2.8 (Minkowskiの第 1定理, 1896) C ⊂ Rn を凸体とする．
このとき，V (C) ≥ 2n ならば C は原点とは異なる整数点を少なくとも一つ含む．

Definition 2.5 C ⊂ Rnを凸体とする．1 ≤ j ≤ nを満たす各 jに対し，λCが j個の一次独立
な整数点を含むような λ ≥ 0の下限を λj とおく．この λ1, λ2, · · · , λnを Cの逐次最小とよぶ．

例えば C ⊂ R2を原点中心の長方形で，2辺が x軸と y軸にそれぞれ平行，横の辺の長さ 1，縦
の辺の長さ 4とする．このとき λ1 =

1
2

(ただし g1 = (0, 1)もしくは g1 = (0,−1))，λ2 = 2 (た
だし g2 = (1, 0)もしくは g2 = (−1, 0))である．
逐次最小の定義より 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λn < ∞であることが従う．

Theorem 2.9 (Minkowskiの第 2定理, 1907) C を Rn の凸体とする．
λ1, · · · , λn を C の逐次最小とする．このとき次が成り立つ．

2n

n! · V (C)
≤ λ1 · · ·λn ≤ 2n

V (C)
.

Minkowskiの第 2定理からは，Minkowskiの一次形式定理や単数方程式の解の個数に関する
性質など，ディオファントス問題に関する様々な応用が従うことが知られている．
たとえば Schmidtは部分空間定理の定量化に第 2定理を本質的に用いた [72]．

2.7 Norm形式方程式

Schmidtが部分空間定理を証明した当時の最も大事な応用は，Schmidt自身による Norm形
式方程式という不定方程式の整数解の有限性であった．まずそれについて述べておこう．

Definition 2.6 K を有理数体Q以外の代数体，σ1, · · · , σnをK から Cへの体の埋め込みの
全体とする．
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いわゆる共役を α(i) = σi(α) (∀α ∈ K)と記する．K の元を係数とする方程式を次のように考
える．Q上一次独立な係数とするm元 1次形式 L(x) = α1x1 + · · ·+ αmxm (αj ∈ K)をとる．
L(x)の共役となる一次形式の積NK/Q(L(x)) =

∏n
i=1

(
α

(i)
1 x1 + . . . + α

(i)
m xm

)
を考える．こ

の形を Norm形式と呼ぶ．

Norm形式とは Q係数の n次形式であり，もしもm = nならば Q上既約であることが知ら
れている．また逆に Q上既約で，Q係数の一次式の積に書けるような m変数の n次形式は
Norm形式の定数倍になることが [12]の本に示されている．

いま，整数 b ∈ Z, b 6= 0,をとり，x = (x1, · · · , xm) ∈ Zm を未知数とみなした Q係数方程式
NK/Q(L(x)) = b を考える．これを Norm形式方程式という．これはm = 2なら Thue方程
式で，とくに n > 2で既約なら解は有限個となる．また n = 2ならば Pell方程式になり，こ
の場合は整数解は無限個になる．

M = Zα1 + · · ·+Zαm ⊂ K とおく．このときNorm形式方程式は，NK/Q(x) = b (x ∈ M)
で与えられる．さて，K の部分体 Lで無限個の単数を持つものおよび µ ∈ K,µ 6= 0が存在し
て，µLがQM = Qα1 + · · ·+Qαm に含まれるときMは退化するといい，そうでないとき非
退化という．m = nならQM = Kとなるから，Kが虚二次体でなければ退化の場合に相当す
る．Mが退化するなら，K の部分体 Lの単数を使って，NK/Q(x) = bが無限個の解 x ∈ M
を持つ b ∈ Q, b 6= 0を取ることができる．Mが非退化な Norm形式方程式のとき，Schmidt
は部分空間定理を用いて，任意の b ∈ Q, b 6= 0に対し Norm形式方程式 NK/Q(x) = bの解
x ∈ Mが有限個に限ることを示した．ここで任意の b ∈ Q, b 6= 0に対し Norm形式方程式の
解 x ∈ Mが有限個であることと，Mが非退化であることは同値である．

Norm形式方程式の解の個数の上からの評価は存在するが一般のNorm形式方程式の解を求め
るアルゴリズムを求める問題は，部分空間定理が effectiveでないことから未解決である．解
の個数の漸近公式Norm形式方程式の右辺を不等式に直すと，急に難しくなる．それをNorm
形式不等式といい， J. Thunderや Evertseの研究がある．　

2.8 部分空間定理の数論幾何学への応用

さて，G. Faltingsの高次元Mordell予想の証明にも，部分空間定理の証明方法が用いられた
[91]．このような数論的幾何学への応用が最近研究されている．一般型のアファインまたは射
影曲面 V は，予想ではあまり沢山の有理点を持たないと考えられているが，近年，部分空間
定理の直接の応用から P. Corvaja -U. Zannier， P. Autissier， A. Levinによって代数曲線
や代数曲面の整数点の分布状態が下記のように調べられた [14][15][16]．下記のTheorem ??は
C. L. Siegelの結果なので，その別証明を与えたことになる．これらは部分空間定理（の関数
体バージョン）によって示された．これは Siegelの証明の持つ Jacobi 多様体の経由を回避し
ている．そして P. Autissier，A. Levinらにより，さらなる拡張が試みられた．
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Siegelの古典的な定理とは次のように述べられる．有理数係数の既約な 2変数多項式の零点つ
まり P (x, y) = 0を満たす点 (x, y)で xも y も整数となる「整数点」は，次の (i)または (ii)
の条件下では高々有限個しか存在し得ない：
(i) 曲線 P (x, y) = 0の種数が 1以上である．　
(ii) 曲線 P (x, y) = 0は少なくとも 3個の異なる点を無限遠点で持つ．

ここで，(ii)の仮定のもとでの命題を Corvaja-Zannierが部分空間定理を用いて証明した．つ
まり，次の定理の「別証明」を与えた．

Theorem 2.10 (Corvaja-Zannier) C̃ を有限次代数体 K 上で定義された絶対既約な射影
曲線とし，C をその空でない affine 部分集合で affine 空間 An に埋め込めるとする． S を
K の付値の有限集合で，無限付値全てと有限個の有限付値からなるものとする．S 整数の集
合 OS := {x ∈ K : v(x) ≥ 0 for ∀v ∈/S} を考える．もし ]

(
C̃ − C

)
≥ 3 であるならば

] (C ∩ An(OS)) < ∞である．

Theorem2.10 の証明は [15]にあるが，その概略 [14]はそれほど難しくない.

一般に，general type の affineまたは射影曲面 V は「あまり沢山の有理点を持たない」と信
じられている．Faltingsの示した高次元Mordellは V がアーベル多様体の部分多様体の場合
である．P. Vojtaはそれを V が semi-abelian 多様体の部分多様体の場合に拡張したが，それ
でも曲面についてのディオファントス問題に関しては，余り多くの結果は知られていない．
しかし，Theorem2.10 の手法は高次元に拡張され，曲面の場合についても，同じように部分
空間定理の直接の応用から P. Corvaja -U. Zannier[16]， P. Autissier， A. Levin らによって
次が示された．

Theorem 2.11 (Corvaja-Zannier, Autissier, Levin) X̃ を有限次代数体 K 上で定義さ
れた非特異射影曲面とし，X をその空でない affine部分集合で affine空間Anに埋め込めると
する． C1, · · · , Crを X̃ −X の effective で豊富な divisorsで properly intersectingであるとす
る，即ち，C1, · · · , Crのうちの，どの 2個も共通の componentを持たず，かつ，どの 3個も共
通の点を持たないと仮定する．更に，r ≥ 4を仮定する．このとき，K の無限付値全てと有限
個の有限付値からなるような付値のどんな集合 S に対しても，X ∩ An(OS)は Zariski-dense
にならない．

2.9 オートマトン論への部分空間定理の応用

ある古典的な無理数の問題が，部分空間定理の応用によって解決された．B. Adamczewski-Y.
Bugeaud の「オートマトン的な無理数は超越数である」[1]という命題を含む定理である．
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Definition 2.7 (complexity function) Aを有限集合とする．
Aをアルファベットとよび，Aの元を文字という．U をAの元からなる無限数列の集合とする，
すなわちU = {u1, u2, . . . , un, . . . , : ui ∈ A}．任意の自然数 n ∈ Nに対して ρ(n)(= ρU (n))を
ρ(n) := ]{ukuk+1 · · ·uk+n−1 : k = 1, 2, 3, . . . }とおく．ρ(n)は U の続き番号の n個の元から
なる異なる「単語」n-wordsの個数となる．明らかに 1 ≤ ρ(n) ≤ (](A))nである．ρ(n)は勿論
N上の関数である．この ρ(n)を数列 U の complexity function　もしくは，U の complexity
と呼ぶ．

いま，α を開区間 (0, 1)に属する実数とする．任意の整数 b ≥ 2に対して，αを b進展開する．

α = u1b
−1 + u2b

−2 + u3b
−3 + · · ·

ここで u1, u2, u3, . . . ,∈ {0, 1, 2, · · · , b − 1}. αが有理数ならばその b進展開は，ある小数位よ
り先は周期的（有限で止まる小数展開を含むとみなす）であるので，complexity functionは
有界である．

Adamczewski-Bugeaud[1]は，αが代数的数で，かつ無理数ならば，その b進展開は「非線形」
である事を示した．即ち，次である．

Theorem 2.12 (Adamczewski-Bugeaud) α を開区間 (0, 1)に属する代数的数で，かつ
無理数であるとする．整数 b ≥ 2に対して定まる b進展開 α = u1b

−1 + u2b
−2 + u3b

−3 + · · ·
の digitsから成る U = {u1, u2, . . . , un, . . . , }の complexity function ρ(n)(= ρU (n))は次を満
たす．

lim
n→∞

ρ(n)
n

= ∞.

long repetitionの定義をする．

Definition 2.8 (long repetition) 無限数列 (u1, u2, . . . , un, . . . , )が long repetitionを持つ
とは，次のことと定める．　
ある正の数 εと，無限個の自然数N が存在して「単語」u1u2 · · ·uN が重ならないような，同
じ文字からなる「部分単語」2箇所をもち，その長さ（部分単語の文字数）が ε · N を越える
ようになっているときに言う．

これより次を得る．

Theorem 2.13 (Adamczewski-Bugeaud-Luca) α を開区間 (0, 1) に属する実数である
とする．ある整数 b ≥ 2に対して定まる αの b進展開 α = u1b

−1 + u2b
−2 + u3b

−3 + · · · の
digitsから成る (u1, u2, . . . , un, . . . , )が，long repetitionを持つと仮定する．このとき，αは有
理数か，または超越数のいずれかに限る．
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一つの無限列 (u1, u2, . . . , un, . . . , )の complexity function ρ(n)に対して lim inf
n→∞

ρ(n)
n

< ∞
ならば，(un)は必ず long repetitionを持つと言う事は知られている [1]ので，Theorem2.12
が Theorem2.13 からが従う．
この Theorem2.13の証明に部分空間定理が用いられる！

2.10 Kroneckerの定理

ここに高さ 1の代数的数は 1のベキ根に限るという Kroneckerの定理を紹介しておこう．

Theorem 2.14 (Kronecker) 0でない代数的数 αをとる. このとき, 次の 2つは同値である
(1) M(α) = 1
(2) αは 1の冪根である.

Proof K = Q(α)とする．まず (2)⇒(1)を示そう．αm = 1とする. K の任意の付値 v に対
し, |α|mv = |αm|v = |1|v = 1 である. 一方, |α|v は 0以上の実数であるので, |α|v = 1. した
がってM(α) = 1が得られる．
つぎに (1)⇒(2)を証明する． M(α) = 1とすると αは代数的整数になる.そして αの共役元
に対して |α(j)| ≤ 1つまり無限付値での値は 1以下である. 最小多項式の係数 ai は α(j) たち
の基本対称式で与えられる. したがって次数 dのみに依存する正定数 C(d)が存在して,任意
の無限付値 vに対して |ai|v ≤ C(d)となる.

最小多項式の係数が整数であることより, αの最小多項式となりうる多項式は有限個しか存在
しない. それらを, f1, · · · , ft とおくと, f1 × · · · × ft = 0は解を有限個しかもたない.

仮定より, M(α) = 1であるので, 任意のm ∈ Nに対して, M(αm) = 1.
したがって, αm も f1 × · · · × ft = 0の解である.
ゆえに, 異なる２個の自然数m 6= m′ が存在して αm = αm′ となる．
これより αは 1の冪根でなければならない. ut

2.11 三角関数と有理数の話題

ついでに，三角関数と有理数の話題にちょっと脱線する．超越数はもちろん無理数であるし，
また cos(r) ∈ Qとなる r ∈ Cも，当然無限個ある.しかしながら，cos(r×π) = sであり r ∈ Q
かつ s ∈ Qならば，s = 0,± 1

2 ,±1に限ることが初等的に証明できる．

すなわち π×有理数に対し余弦の値が有理数になるのは上記の場合しかないことが簡単に示せ
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る. 円分体の次数を調べれば [33] [34] [35]この事実は証明できるのであるが，H. W. Richmond,
H. S. M. Coxeter によるチェビシェフ多項式に基づいた易しい証明が [18]にある．ちょっと面
白いのでついでにここに書いておく．

Proposition 2.15 cos(r × π) = sであり r ∈ Qかつ s ∈ Qならば s = 0,± 1
2 ,±1に限る.

Proof r =
p

q
, p, q ∈ Z, q > 0, gcd(p, q) = 1とする. un = cos 2n

(
p

q
π

)
とおくと{un|n ∈ Z, n ≥ 0}

は次に示すように有限集合である.なぜなら ζ2q = ζ2q,n = cos
2n+1p

2q
π + i sin

2n+1p

2q
π とお

くと, ζ2q
2q = 1であり，かつ un = Re(ζ2q)である. つまり un は高々2q 通りしか値をとらな

いので {un}は有限集合となるわけである.さてここで u0 = cos
p

q
π ∈ Qならば全ての nに

対して un ∈ Qとなる理由であるが，これは p

q
π = αとおくと cos 2α = 2 cos2 α − 1つまり

un+1 = 2u2
n − 1という漸化式を満たすことから明らかである. したがって任意の nに対して

un ∈ Qで，しかも高々2q通りの値しかとらないから，このような un の中で最大分母をもつ
ものを改めて un とおき，un =

a

b
（bはすべての un の分母の中で最大数）と書くことができ

る．−1 ≤ cos ≤ 1より a

b
≤ 1，b > 0なので a ≤ b，un+1 =

2a2 − b2

b2
となる.

(I) a = 0のときは un = 0である.
(II) 次に a 6= 0ならば以下のように場合分けする．

(i) bが奇数のとき，gcd(a, b) = 1より，gcd(2a2, b2) = 1となる. un+1 =
2a2 − b2

b2
において

bは un の最大分母であることより b2 ≤ b ⇔ b(b − 1) ≤ 0 ⇔ b ≤ 1 ⇔ b = 1となる.

(ii) bが偶数のとき，gcd(a, b) = 1より，gcd(2a2, b2) = 2となる.これも同様にun+1 =
a2 − b2

2
b2

2

において bは un の最大分母としたことより
b2

2
≤ b ⇔ b2 ≤ 2b ⇔ b(b − 2) ≤ 0 ⇔ b − 2 ≤

0 ⇔ b ≤ 2 ⇔ b = 2 (bは偶数だった)というわけである. これから b = 1または 2となるので，
全ての n に対し 2un ∈ Z，特に 2u0 ∈ Zとなる. すなわち 2 cos

p

q
π ∈ Z. −1 ≤ cos ≤ 1より

u0 = 0,±1
2 ,±1に限る. ut

3 最近の新結果の紹介

3.1 Nesterenkoによる 3数の代数的独立性について

まず，特に顕著なのは少し古いが，次の話題であろう．
楕円モジュラー関数を j(τ)とし，0 < |z| < 1なるとき，

J(z) := j(
log z

2πi
)
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とおく ([62]の第 2章)．0 < |α| < 1となる代数的数αでの J(z)の値の超越性はMalher-Manin
予想であったが，K. Barré-Sirieix, Diaz, F. Gramain, G. Philibertにより 1996年に証明され
た．Nesterenkoがそれを一般化し，3つの Eisenstein級数と指数関数の値によって生成され
る体の超越次数の下からの評価を得た．

Ramanujan 関数というものをまず定めよう．

Definition 3.1 (Ramanujan functions) いま q ∈ Cとし，0 < |q| < 1を仮定する．
Ramanujan関数とは

P (q) = 1 − 24
∞∑

n=1

nqn

1 − qn
, Q(q) = 1 + 240

∞∑
n=1

n3qn

1 − qn
, R(q) = 1 − 504

∞∑
n=1

n5qn

1 − qn
.

をさす．

いわゆる Eisenstein seriesは

E2k(z) = 1 + (−1)k 4k

Bk

∞∑
n=1

n2k−1zn

1 − zn
,

で与えられているが，それを用いると

P (z) = E2(z), Q(z) = E4(z), R(z) = E6(z)

と表示することができる．

Theorem 3.1 (Yu. V. Nesterenko, 1996) 任意の q ∈ C ，0 < |q| < 1をとる．このとき
4個の値 q, P (q), Q(q), R(q) のうち，少なくとも 3個は代数的独立である．

K. Mahler は関数 P (q), Q(q), R(q) は C(q) 上（関数として）独立であることを証明した．
Nesterenko の寄与はこれらの関数がつぎの微分方程式を，微分作用素 D = q · d

dq
に関し

て満たしていることを証明した点にある．
その微分方程式は

12
DP

P
= P − Q

P
, 3

DQ

Q
= P − R

Q
, 2

DR

R
= P − Q2

R

である．

この系として次が成り立つ [62].

Γ(z)を通常のガンマ関数とする．つまり Γ(z) =
∫ ∞
0

e−ttz · dt
t = e−γzz−1

∞∏
n=1

(
1 +

z

n

)−1

ez/n.

ここで γ は Euler定数 γ = limn→∞
(
1 + 1

2 + 1
3 + · · · + 1

n − log n
)
のことを指す．
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さきの関数の特殊値について考える．τ = i, q = e−2π，ω1 = Γ(1/4)2√
8π

とおく．このとき

P (q) =
3
π

, Q(q) = 3
(ω1

π

)4

, R(q) = 0

である．また

τ = ρ, q = −e−π
√

3, ω1 =
Γ(1/3)3

24/3π
= 2.428 650 648 . . . ,

とすると

P (q) =
2
√

3
π

, Q(q) = 0, R(q) =
27
2

(ω1

π

)6

が成立する．

Theorem 3.2 (Yu. Nesterenko) Γ(z)を上記のガンマ関数とする．
(i) π, eπ と Γ( 1

4 )の 3数は Q上代数的に独立である．
(i)iπ, eπ

√
3, Γ( 1

3 )は Q上代数的に独立である．

Corollary 3.3 (Yu. Nesterenko) 特に，次が得られる．
πと eπ は代数的に独立である.

3.2 単数方程式と指数方程式

Kは標数 0の体，Γを (K∗)nの，rank r < ∞の乗法部分群とする．n ≥ 2に対して f1, · · · , fR ∈
K[x1, · · · , xn] − {0}とする．未知数 x = (x1, · · · , xn) ∈ Γに対して，連立方程式

fi(x1, · · · , xn) = 0 (i = 1, · · · , R)

を考える．

Definition 3.2 変数 λに対し，x = (x1, · · · , xn)が次の条件を満たすときに degenerate解と
称する．gcd(c1, · · · , cn) = 1なる整数の組 c1, · · · , cn ∈ Zが存在して，λに関して恒等的に

fi(λc1x1, · · · , λcnxn) = 0 (i = 1, · · · , R)

すなわち，λに関して fi(λc1x1, · · · , λcnxn)を展開したときに，λの累乗で左辺を整理すると
きに現れる係数 (x1, · · · , xnの多項式となる）が恒等的に消える，ということを意味するとす
る．degenerate解ではない解を non-degenerate解と言う．

[46]の議論より，つぎの一般化が従う [25]．
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Theorem 3.4 (Evertse) 連立方程式

fi(λc1x1, · · · , λcnxn) = 0 (i = 1, · · · , R)

の non-degenerate解 xは有限個である．

Proof X = {(x1, · · · , xn) ∈ (K∗)n : fi(x1, · · · , xn) = 0 (i = 1, · · · , R)}とおく．S. Langに
より予想されていた問題における M. Laurent[46] の torus の場合の解決，その発展である
Evertseらの議論 [25][91] により，解 x ∈ Γは次の形の，有限個の cosetの和集合 x1H1 ∪ · · · ∪
xtHt に含まれる．ここで xH = {x × y : y ∈ H}，x ∈ Γであり，またH は (K∗)n の既約な
代数部分群（乗法群）で xH ⊂ X となるものとする．X は有限集合というわけではない，あ
くまで我々の設定は (x1, · · · , xn) ∈ Γの場合に限るのであり，X ∩ Γを考えていることにな
る．Langの有限性予想の Gn

m の場合である．

有限個の cosetの個数の評価のうち，[91]にあるものは，A =
(n + d)!

n!d!
とおくと

t ≤ c(n, d)r+1, c(n, d) ≤ exp
(
(6dA)5dA

)
である．

さて x ∈ Γ，xH ⊂ X，dimH > 0の場合，H0を次元 1のH の既約な代数部分群としたとき，
gcd(c1, · · · , cn) = 1なる整数の組 c1, · · · , cn ∈ Zが存在して，H0 = {(λc1 , · · · , λcn) : λ ∈ K∗}
と書ける．従って xH0 = {(x1λ

c1 , · · · , xnλcn) : λ ∈ K∗} ⊂ xH ⊂ X となってしまい，λに
関して恒等的に 0になる，つまり fi(λc1x1, · · · , λcnxn) = 0 (i = 1, · · · , R)の場合に至り，
degenerate 解となる．また逆に x が degenerate 解のときは，ある次元 1 の H0 が存在して
xH0 ⊂ X となる．

従って，x ∈ Γ，xH ⊂ X，dimH > 0の場合とは，degenerate解の場合に一致する．つまり
non-degenerate解は dimH = 0の場合，すなわちH = (1, · · · , 1)の場合に限られる．これよ
り xH の cosetの個数の有限性が，そのまま xの個数の有限性を従える．以上で指数方程式の
場合の解の個数の有限性が証明される． ut

3.3 Euler型の指数型ディオファントス方程式について

n, d, k, yを整数とする． gcd(n, d) = 1とする．n ≥ 1, d ≥ 1, y ≥ 1, k ≥ 2（kを固定する訳で
はない）の範囲で次の方程式を考える．y2 = n(n + d) · · · (n + (k − 1)d).
未知数は n, d, k および yとする． n, yを未知数とするのは通常の代数曲線の整数点の考察に
あるが，d, kも未知数としている処に困難さがある．k = 2 or 3のときは解は無限個あること
が知られている．それ以外については次の予想がある．

Conjecture 3 gcd(n, d) = 1とする．方程式 y2 = n(n + d) · · · (n + (k − 1)d)は n, d, k, y ∈
Z, n ≥ 1, d ≥ 1, y ≥ 1, k ≥ 4の範囲において整数解をもたない．
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L. Eulerにより，k = 4のとき予想 1は既に証明されている．これに関し [38]において次の結
果を示した．

Theorem 3.5 gcd(n, d) = 1とする．方程式 y2 = n(n + d) · · · (n + (k − 1)d)は n, d, k, y ∈
Z, n ≥ 1, d ≥ 1, y ≥ 1, 4 ≤ k ≤ 109の範囲で解をもたない．

k = 5の場合の定理は R. Obláth によって得られている．M. Bennett, N. Bruin, K. Győry,
L. Hajdu によって，6 ≤ k ≤ 11 の場合もこの定理が証明されている．d = 1に対しては P.
Erdős と O. Riggeによって（独立に）任意の kに対して示されていた. これより，我々はこ
こでは d > 1 を仮定する．この方程式では指数も未知数となる．指数が固定されているよう
な通常の代数曲線の整数点の決定の手法は，弱すぎてあまり役に立たない．しかし各 k, dを
固定し種数が 1より大きい代数曲線になる場合，G. Faltingsの定理から解が有限個に限るこ
とは従う．

以下 ν > 1に対して P (ν)を ν の最大素因数とする．また P (1) = 1と定める． bを squarefree
正整数で P (b) < k なるものとする． ここで上記をさらに一般化した次の方程式を考える．
by2 = n(n + d) · · · (n + (k − 1)d). ここで n + id = aix

2
i (0 ≤ i < k) ただし ai squarefree　

かつ P (ai) ≤ max{P (b), k − 1}とし， xi も正整数とする．
方程式 by2 = n(n+d) · · · (n+(k−1)d)の解は k-tuple (a0, a1, · · · , ak−1)に一意に対応する．方
程式 by2 = n(n+d) · · · (n+(k−1)d)を by2 = N(N−d) · · · (N−(k−1)d), N = n+(k−1)d.

と書き直したとき，方程式 by2 = N(N − d) · · · (N − (k − 1)d), N = n + (k − 1)d は方程
式 by2 = n(n + d) · · · (n + (k − 1)d) の　 mirror image 　と呼ばれる．対応する k-tuple
(ak−1, ak−2, · · · , a0) についても (a0, a1, · · · , ak−1) の mirror image という. 従って方程式
y2 = n(n + d) · · · (n + (k− 1)d) のmirror image は y2 = N(N − d) · · · (N − (k− 1)d), N =
n + (k − 1)d である．

Erdős と J. L. Selfridgeは by2 = n(n + d) · · · (n + (k − 1)d) の d = 1の場合は， この方程式
の右辺が k以上の素数で割れるという仮定のもとで，解をもたないことを示した．この仮定が
はずせないことも知られている．したがってここではこの方程式を常に d > 1の場合に限って
考える．先に述べたようにこの方程式の k = 2, 3 および b = 1の場合は解が無限個存在する．
k = 4 かつ b = 6の場合も解が無限個あることを R. Tijdemanが示した．この無限個の解の
存在は，by2 = n(n + d) · · · (n + (k − 1)d) の方程式から得られる楕円曲線の有理点が無限個，
つまり rank が正の場合への帰着をおこなうことにより得られる．
一方では， by2 = n(n + d) · · · (n + (k − 1)d)で k = 4かつ b 6= 6の場合に解は無いことが知
られている．したがって k ≥ 5を仮定して良い．

Conjecture 4 bを squarefree正整数でP (b) < kを満たすものとし，固定する．gcd(n, d) = 1
とする．方程式 by2 = n(n + d) · · · (n + (k − 1)d)は n, d, k, y ∈ Z, n ≥ 1, d > 1, y ≥ 1, k ≥ 5
の範囲において整数解をもたない．
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A. Granville は abc-予想を仮定するならば，整数解を持ち得る場合の方程式 by2 = n(n +
d) · · · (n + (k − 1)d) の k は絶対定数で上からおさえられることを示した．さらに以下の結果
が得られる [38].

Theorem 3.6 方程式 by2 = n(n + d) · · · (n + (k − 1)d) は d > 1, P (b) < k, 5 ≤ k ≤ 100 か
つ k 6= 8, k 6= 9, k 6= 14, k 6= 24 のときに整数解を持たない．

Bennett, Bruin, Győry, Hajdu は Chabautyの方法を用いて k = 6の場合に Theorem3.6を
証明している．また k = 8の場合は S. Tengely の結果がある．

3.4 楕円曲線における対数一次形式の最良評価

K を有限次代数体，E1, . . . , Ek をK 上定義された k個の楕円曲線とする．次の標準形で定
められているとして良い．

y2 = 4x3 − g2,ix − g3,i : g2,i, g3,i ∈ K, 1 ≤ i ≤ k.

Weierstraßのペエ関数およびシグマ関数を ℘i,1 ≤ i ≤ k (resp. σi,1 ≤ i ≤ k)とおく．周期格
子を Λi = ω1,iZ + ω2,iZ, 1 ≤ i ≤ k と書くことにする．各々の 1 ≤ i ≤ kに対して ui ∈ Cを
γi := (σ3

i (ui), σ3
i (ui)℘i(ui), σ3

i (ui)℘′
i(ui)) ∈ Ei(Q) を満たす点とする．

この u1, . . . , uk は楕円対数と呼ばれる．
さて L(z) = β0z0 + · · ·+ βkzk を恒等的にゼロではない対数一次形式 Ck+1 で，K 内に係数を
持つものとする．u = (1, u1, . . . , uk)とおく．P. Philippon と M. Waldschmidtは 1988年に
楕円対数の一次形式の評価を，楕円関数が虚数乗法を持たない場合に |L(u)|の下からの評価
をはじめて証明をした．我々は今回，この最良評価に到達した．これは 1964年に S. Langに
よって予想されていたものである．

τi =
ω2,i

ω1,i
, 1 ≤ i ≤ kとおく．τi が上半平面H に属すると仮定しても良い．

h = max{1, h(1, g2,i, g3,i) ; 1 ≤ i ≤ k} とおく．これは楕円曲線の高さである．また ĥ(γi)
を γi における Néron–Tate の高さ ，つまり ĥ(γi) = limn→∞

h(nγi)
n2 とする．さらに G =

Ga × E1 × · · · × Ek とおくとこれは連結な代数群である．その tangent spaceTG(C) は Ck+1

と同一視して良い．TG′(C)を Gの部分代数群 G′ の tangent space とする．このとき，次が
得られた [19].

Theorem 3.7 (S. David-N. Hirata) k によって書ける effectiveな定数 C > 0 が存在し
て，次を満たす．
L(z) = β0z0 + · · · + βkzk を Ck+1 上の恒等的にゼロでない一次形式で K に係数をもつもの
とする．W = ker(L), γi = (1, ℘i(ui), ℘′

i(ui)) ∈ Ei(K) ⊂ P2(K) (1 ≤ i ≤ k)とおく．また
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u = (1, u1, . . . , uk)とする．実数 B, E, V1, . . . , Vk を以下をみたすものとする．

log B ≥ max {1, h(βi) ; 0 ≤ i ≤ k}

V1 ≥ · · · ≥ Vk

log Vi ≥ max
{

ĥ(γi) ,
|ui|2

D|ω1,i|2Imτi

}
, 1 ≤ i ≤ k

e ≤ E ≤ min

{
|ω1,i| (Imτi · D log Vi)

1
2

|ui|
1 ≤ i ≤ k

}
.

さて，G の連結な部分代数群 G′ で TG′(C) ⊂ W であるものは u 6∈ TG′(C)を満たすとする．
このとき，次が得られる．

log |L(u)| ≥ −C · D2k+2 (log B + log(DE) + h + log log V1)

× (log(DE) + h + log log V1)
k+1

k∏
i=1

(h + log Vi) × (log E)−2k−1
.

4 ディオファントス問題における未解決問題

4.1 いろいろな関数の値の超越性や無理数性に関する未解決問題

少し超越数論に戻ろう．

Hermite- Lindemann の定理は，αが代数的数ならば自明な場合を除き f(α)は超越数である
という命題を f(z) = exp(z)の場合に示したものであるから，Schneiderの結果は，g2, g3 ∈ Q
の仮定下での f(z) = ℘(z)に対する命題であり，類似であると考えて良い．代数的数で必ず代
数的な値をとる超越関数もあるが（P. Stäckelの 1895年の例など，[50]参照），代数的数では
自明な場合を除いて超越的な値を取る関数は，上記のような代数群の指数写像となるものの
他にも知られている．

たとえばまず簡単なのは，代数群の指数写像の話に帰着される場合である．たとえば媒介変数
が α, β, γ ∈ QになっているGaussの超幾何級数 2F1(α, β, γ : z)は，F. Beukers-J. Wolfartに
より，Wüstholzの定理を用いて，無限個の代数的数で代数的な値をとるような 2F1と，有限
個の例外を除いて代数的数で超越的な値をとる 2F1に具体的に判別される ([10])．実際に代数
的な値を取る場合についてはモノドロミーを詳しく調べている．

他の解析関数ではどうであろうか．
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Definition 4.1 (E 関数) E(z) =
∞∑

n=0

an
zn

n!
は，次の条件 (i),(ii)をみたすときE関数と呼ば

れる.
(i) anは代数体Kに属し，そのQ上の共役元の絶対値の最大値を |an|で表すと，任意の ε > 0
に対し |an| = O(nεn)(n → ∞)となる．
(ii) qn = O(nεn)(n → ∞)となる列 qn ∈ Nで，k = 0, . . . , nに対し qnak がすべて代数的整数
となるものが存在する．

例えば，z の代数的数係数多項式，exp(z), sin z, cos z，Bessel関数などは E 関数となる．E

関数の研究は C. L. Siegelが始めた．典型的な結果としてはたとえば次 [76]が得られている．

Theorem 4.1 (A. B. Shidlovskii) E 関数 E1(z), · · · , En(z)を考える．
これらが，Qki(z) ∈ C(z)を係数とする連立線形微分方程式

Y ′
k = Qk0(z) +

n∑
i=1

Qki(z)Yi (k = 1, · · · , n)

をみたすとする．どのQki(z)の極にもならない 0 6= ξ ∈ Qに対し，E1(ξ), · · · , En(ξ)がQ上
代数的独立であるための必要十分条件は，E1(z), · · · , En(z)が C(z)上代数的独立であること
である．

これは Siegel-Shidlovskiiの定理と呼ばれるが，その代数的な別証明もある ([4], [5])．Y. André
による最近の研究が進んでいる．

さらに G関数と呼ばれる関数を定めよう．

Definition 4.2 (G関数) 次のような解析関数を考える．

G(z) =
∞∑

n=0

anzn という関数が c > 1に対し次の２条件を満たすとする．

(i) an は代数体K に属し，|an| = O(cn)(n → ∞).
((ii) qn = O(nεn)(n → ∞)となる列 qn ∈ Nで，k = 0, . . . , nに対し qnak がすべて代数的整
数となるものが存在する．
このときこれを G関数と呼ぶ．

定義において，(i),(ii)に加え線形微分方程式の解となることを入れることもある．G関数の
例としては通常の対数関数，その一般化である polylogarithm，Gaussの超幾何級数や一般超
幾何関数などがある．G関数の数論的な性質については微分方程式論とも深く関連している
[3], [65]．

数論において意味のある良く知られた関数として Riemannのゼータ関数 ζ(s)がある．sが 2
以上の奇整数のときに ζ(s)が超越数か否かという問題がある．最も一般的な予想としては次
がある．
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Conjecture 5 π, ζ(3), ζ(5), ζ(7), · · · のすべてが Q上代数的独立であろう．

ちなみに，Q上代数的独立と Q上代数的独立は同じことですので，ご注意．

現在知られている結果としては R. Apéryの示した ζ(3)が無理数である事実がある．これは
F. Beukersによって簡略化された証明がある．またそのあとの発展としてはつぎの T. Rivoal
の仕事がある ([7], [61], [68]).

Theorem 4.2 ε > 0に対して十分大きい奇数の整数 aが存在し
次を満たす:
1, ζ(3), ζ(5), · · · , ζ(a)によって張られた Q線形空間の次元は 1 − ε

1 + log 2
log a以上である．

改良として次のW. Zudilinの定理をあげておこう [92], [93]．

Theorem 4.3 4個の数 ζ(5), ζ(7), ζ(9), ζ(11)のうち少なくとも一つは無理数である．

なお，Hurwitzゼータ関数についての問題は下記のようなものがある．

Definition 4.3 (Hurwitz zeta function) z ∈ C, z 6= 0， <e(s) > 1とする．
関数 ζ(s, z) =

∑∞
n=0

1
(n+z)s を Hurwitz ゼータ関数と呼ぶ．

明らかに ζ(s, 1) = ζ(s)である．

Hurwitz ゼータ関数については Sarvadaman Chowla および J. W. Milnorが次の予想を述べ
ている．

Conjecture 6 (Chowla-Milnor) kおよび qを整数 > 1とする．
このとき ϕ(q)個の数 ζ(k, a/q) (1 ≤ a ≤ q, (a, q) = 1) は Q上一次独立である．

この Chowla-Milnor予想における q = 4 の場合は ζ(2n + 1)/π2n+1 の n ≥ 1に対する無理数
性を従える．
さらに強い形の予想も，提案されている．

Conjecture 7 (Strong Chowla-Milnor) kおよび qを整数 > 1とする．
このとき 1 + ϕ(q) 個の数 : 1 および ζ(k, a/q) (1 ≤ a ≤ q, (a, q) = 1) は Q上一次独立で
ある．

31



これはゼータ関数 ζ(k) の値の無理数性も従える．

polylogarithmsについての予想も与えられている．これらは Sanoli Gun, Ram Murty および
Purusottam Rathによるものである．

Definition 4.4 (Polylogarithms) k ≥ 1 および |z| < 1に対して Lik(z) =
∑∞

n=1
zn

nk を考
える．この Lik(z)は polylogarithm もしくは polylogarithmic関数と呼ばれる．

定義から直ちに Li1(z) = log(1 − z) および Lik(1) = ζ(k)が k ≥ 2に対して成立する．

E. M. Nikishin の結果 ([63])の発展として，Rivoalはこの polylogarithm Lik(z) =
∞∑

n=1

zn

nk

（但し k = 1ならば |z| < 1， k ≥ 2ならば |z| ≤ 1）に対しても x ∈ Q， 0 < |x| < 1ならば
Lij(x) /∈ Qとなる j ∈ Zは無限個存在する事実を証明した．

polylogarithmについての予想としては下記がある．

Conjecture 8 (Polylogarithms Conjecture) 整数 k > 1をとる．
α1, . . . , αn を代数的数として，Lik(α1), . . . ,Lik(αn)は Q上一次独立であると仮定する．この
とき Lik(α1), . . . ,Lik(αn) は Q上でも一次独立である．

もしも Polylogarithms Conjectureが正しければ，Chowla-Milnor conjecture が全ての k と
全ての qに対して正しいことも知られている．

なお，E 関数に関する Shidlovskiiの結果から，次の古い定理が再び得られる．Lindemann-
Weierstrassの定理：代数的数 α1, · · · , αn が Q上一次独立なら，eα1 , · · · , eαn は Q上代数的
独立である．これを α1, · · · , αnが代数的数とは限らなくても成立するという主張が Schanuel
予想であり，まだ未解決である．

Conjecture 9 (Schanuel予想) n個の複素数 x1, · · · , xn が Q上一次独立であるとする．
このとき，体 Q(x1, · · · , xn, ex1 , · · · , exn)の Q上の超越次数は n以上である．

この特別な場合である未解決予想として，次の Gel’fondの予想がある：

Conjecture 10 (Gel’fondの予想) 代数的数 αは α 6= 0, 1であるとする．
1, β1, · · · , βnはQ上一次独立な代数的数だとする．このとき，αβ1 , · · · , αβn はQ上代数的独
立となる．

これに関しての部分的な進展としてはQ上d次（d ≥ 2）の代数的数γに対して体Q(αγ , · · · , αγd−1
)

のQ上超越次数が [d+1
2 ]以上（[x]は xを超えない整数）であることを示したG. Diazの結果
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がある ([62])．
代数的独立性に関して知られる他の未解決予想としては，Schneiderの 8問題 ([73])の第１問
である 4指数問題 four exponential conjectureがある.

Conjecture 11 (4指数問題) x1, x2 と y1, y2 を各々Q上一次独立な複素数とする．
このとき 4数 exp(xiyj)(1 ≤ i, j ≤ 2)のうち少なくとも 1個は超越数であろう．

この 4指数問題の系として，例えば上半平面の元 τ に対し exp(2πiτ)と exp(−2πi

τ
) は同時に

は代数的数にならないという予想が含まれる ([62], [88])．

4.2 対数一次形式に関する未解決問題

対数一次形式に関連する未解決問題として，次がある．

Conjecture 12 `1, · · · , `n ∈ Lが Q上一次独立ならば，`1, · · · , `n は Q上代数的独立であ
ろう.

正標数ではW. D. BrownawellとM. Papanikosにより解決された．

なお，Bakerの一連の理論と関連づけられる数のことを「Baker周期」と称する．この定義は
「代数的数の対数で張られたQ上の線形空間の元」である．Euler定数 γ はこの意味で，ある
いはもっと広い意味で「周期」にはならないであろうということが，Kontsevichと Zagierに
よって予想されている．

4.3 abc予想

p進対数一次形式とは，abc 予想との関連によって急に着目されているがもともとは対数一次
形式の理論の p進アナロジーであるから，考えられるのは自然なものである.

さて，abc予想は整数論の最大の未解決問題の一つである．整数論の様々な問題と深く関わっ
ていることが知られている．Mordell予想や Fermatの大定理もここから従うし，素数の分布
に関しても多くの結果が従う．

いま a, b, cを gcd(a, b, c) = 1をみたす正整数とする．コンダクターと呼ばれる次の数N を次
のように定義する.

N = N(a, b, c) =
∏

p|abc

p.
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1985年に D. W. Masser と J. Oesterléが次の予想を提出した．

Conjecture 13 (有理数体上での abc予想) 任意の正の数 ε について εのみに依存する正定
数 C(ε)が存在し、

a + b = c , gcd(a, b, c) = 1 (5)

を満たす任意の正整数 a, b, cに対して

c < C(ε)N1+ε (6)

が成り立つ.

これについて，いくつか部分的な結果があるが，それらを述べる前に関数体における abc予想
はすでに解決されているのでそれを紹介しよう．

関数体での abc予想にはN. Snyderによる簡素化されたものなどの様々な証明がある．初めて
証明をしたのは R. C. Masonである．いま，複素数を係数とする多項式 f(x) ∈ C[x]を考え
る．f(x)の相異なる既約因子の数をN0(f)とする．重複因子のない 1変数多項式に対しては
N0(f)は degf 個に等しいが，2変数以上では一般に degf 個以下になる．

Theorem 4.4 (R. C. Mason) f, g, h ∈ C[x] を定数でない 2 つずつ互いに素な多項式で
f + g = hを満たすものとする．このとき

max(deg f, deg g, deg h) ≤ N0(fgh) − 1

が成り立つ．

Mason の定理を多変数に拡張した場合についても考察されており，H. N. Shapiroと G. H.
SparerはMasonの定理の一般化としてm変数 (m ≥ 1)，n個 (n ≥ 3)の多項式に対して類似
が成り立つことを証明した．

4.4 p進対数一次形式

さて，上記の abc予想について，進展は実は余り無い．しかし p進対数一次形式がその「指数
版程度に右辺が大きい評価」を与えるものであることを,以下に述べておこう．
1986年に C. L. Stewart と R. Tijdeman は abc予想に関し部分的結果:

c < exp(C1N) (7)

を発表した．ここで C1 > 0は絶対定数である．この証明には p進付値における対数一次形式
の評価を用いるが，1991年に Stewart と K. Yuにより改良された．これは Yuによる p進対
数一次形式の下からの評価の改良に負う．
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Theorem 4.5 (C. L. Stewart & K. Yu) 正定数 C2 が存在して次が成り立つ．
a + b = c, gcd(a, b, c) = 1である任意の正整数 a, b, cに対し、

c < exp(C2N
1/3(log N)3) (8)

が成立する.

これにはYuにより更に改良された p進対数一次形式の評価のみならずアルキメデス的付値に
おける E. Matveevの対数一次形式の評価も用いられている．a, b, cの最大の素因数を用いた
表示による次の改良も得られる．pa, pb, pc を a, b, cの最大素因数とする．p1 = 1とおく.
logi によって対数関数の i回繰り返しつまり log1 t = log t , logi t = log(logi−1 t)(i = 2, 3 · · · )
と表わす.

Theorem 4.6 (C. L. Stewart & K. Yu) 正定数 C3 が存在し次が成り立つ.
a + b = c, gcd(a, b, c) = 1, c ≥ 3である任意の正整数 a, b, cについて N∗ = max(N, 16) ,
p′ = min{pa, pb, pc} に対し

c < exp(p′C3N
(log3 N∗/ log2 N)) (9)

が成立する.
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[90] G. Wüstholz, Algebraische Punkte auf analytischen Untergruppen algebraischer Grup-
pen, Ann. Math. 129, 501–517, 1989.
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