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1 Resultant 不等式
本稿では，Resultant 方程式とよばれるディオファントス方程式に対する解の個数の評価について
報告する．
まず表記を定める．多項式 f, g に対して，その終結式を R(f, g) によって表す．次に，多項式に
対して「高さ」の働きをする Mahler measure M(f) を

M(f) =

exp
(∫ 1

0
log

∣∣f(e2πiθ)
∣∣ dθ

)
if f(X) 6≡ 0

0 if f(X) ≡ 0

で定義する． f(X) = f0(X − α1) . . . (X − αr) のときにはM(f) = |f0|
∏r

i=1 max (1, |αi|) が成り立
つことが知られている [3]．
我々の考える問題は以下の不等式の解についてである．r次の整係数多項式f = f0X

r+f1X
r−1+· · ·+

fr ∈ Z[X]と整数 t > 0を固定する．κ > 0に対し，t次の整係数多項式 g = g0X
t+g1X

t−1+· · ·+gt ∈
Z[X] を未知多項式とする不等式

0 < |R(f, g)| < M(g)r−κ (1)

を考える．この不等式をResultant不等式と呼ぶ.この不等式を解くことは，整係数多項式 g ∈ Z[X]
を決定する，即ち g の係数から成る t + 1個の整数の組 (g0, g1, . . . , gt) ∈ Zt+1 を決定するというこ
とに他ならないので，ディオファントス問題の一つである．解を完全決定することが最終目標であろ
うが，まずはどのような条件下で解が有限個に限るかという問題を考えでみよう．
自明な事実として，任意の多項式 f, g ∈ Zに対して,

0 < |R(f, g)| < M(f)tM(g)r (2)

が成り立つ事が観察できる．M(f)t は定数であるから不等式 (1) において κ = 0 の場合は常に

0 < |R(f, g)| � M(g)r

となり，Resultant 不等式 (1) は無限個の解を有することになる．κ > rならば r − κ < 0 であるか
ら，(1)の右辺< 1，左辺≥ 1 となり不等式が成立しない，即ち Resultant 不等式 (1) は解を持たな
い.以上の考察から κ の意味のある範囲は 0 < κ < r である．
多項式 g = g0X

t + g1X
t−1 + · · · + gt ∈ Z[X]に対し，通常の高さH(g) := max{|g0|, . . . , |gt|}と

M(g) との間にはH(g)/2t ≤ M(g) ≤ H(g) という関係が成り立つことから，tを固定している場合
は（1)を 0 < |R(f, g)| � H(g)r と考えても同じである．
不等式 (1) の解の個数の有限性に関して， W. M. Schmidt [5] は次の定理を証明した．
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Theorem A (W. M. Schmidt [5]) 0 < t < r とする．整係数多項式 f ∈ Z[X] は重根を持たず，
f を割りきる t 次以下の整係数多項式は存在しないと仮定する．このとき，任意の ε > 0 に対し，不
等式

0 < |R(f, g)| < H(g)r−2t−ε

を満たす t 次以下の多項式 g ∈ Z[X]は有限個しか存在しない．

W. M. Schmidt は [5]の中で以下の注意をしている.

[注意 1] 　この定理の条件下で，不等式 (1) において κ ≤ t + 1 と仮定すると，(1) を満たす解
g ∈ Z[X]が以下の場合には無限個存在することが示される． f の根のひとつ αが実数である場合を
まず考える．Dirichlet の線形形式定理から，正数 H に対し |g(α)| < c1H

−t かつ H(g) ≤ H を満
たす t次以下の零でない多項式 g ∈ Z[X] が存在する．ただし c1は αのみによる定数である． αは
f の根であるから，t + 1次以上の代数的数である．従って定理 Aの仮定より g(α) 6= 0 が成り立つ
ので，正数 H を大きくしていくと

|g(α)| < c1H(g)−t (3)

を満たす t 次以下の整係数多項式 g ∈ Z[X] は無限個作れる．α1, α2 が f の複素共役根の場合は，
t ≥ 2 ならば同様の方法で

|g(α1)| = |g(α2)| < c2H(g)−(t−1)/2 (4)

を満たす t次以下の整係数多項式 g ∈ Z[X]が無限個構成できる．|g(αi)| ≤ c3H(g) (i = 1, . . . , r) で
あるから，R(f, g) = f t

0g(α1) . . . g(αr)と (3), (4) によって

|R(f, g)| < c4H(g)r−t−1 (5)

をみたす無限個の整係数多項式 g ∈ Z[X]が存在する．すなわち，解を有限個に限る条件としては，
指数 r − 2t − εは r − t − 1より大きい値で置き換えることは出来ない．

[注意 2] κ = 2t のときであっても，以下のような無限個の解 gを持つ多項式 f の例が存在する．整
数 s ≥ 2に対して r = st と仮定する．F0(y) を s次の既約多項式で実数根 θ を持つとする．(5)に
よって,

0 < |R(F0, G0)| < c4H(G0)s−2 (6)

を満たす 1次多項式 G0(Y ) = b0Y + b1 が無限個存在する．Xt − θ が体 Q(θ)上既約であると仮定
する．このとき f(X) = F0(Xt)は r = st次で，有理数体上既約となる．(6)を満たす多項式G0(Y )
に対し g(X) = G0(Xt)とおく．αが f の r 個の根 α1, . . . , αr 上を走るとき，αt は F0 の s個の根
θ(1), . . . , θ(s) 上を t回走る（θ(1), . . . , θ(s) は θの共役根）．

R(f, g) = f t
0g(α1) . . . g(αr) =

(
f0G0(θ(1)) . . . G0(θ(s))

)t

= (R(F0, G0))
t

を得て，無限個の g ∈ Z[X]に対して 0 < |R(f.g)| = |R(F0, G0)|t ≤ c5H(G0)st−2t = c5H(g)r−2t が
従う．

[注意 3] 　Kを k次の代数拡大体K/Qとする. K = Q(ω)と仮定し, K∗ = Q(ω(1), . . . , ω(k)) とす
ると, K∗は有理数体の正規拡大である.さらに, GをK∗のガロア群とする.体Kが h回 transitiveで
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あるとは, Gが集合 {ω(1), . . . , ω(k)}上で h回 transitiveである,すなわち, 1 ≤ h ≤ k とし,与えらえ
た異なる整数の組 i1, . . . , ih に対して, ϕi(ω(j)) = ω(ij) (1 ≤ j ≤ h) となる ϕ ∈ G が存在するときを
いう.

κ > t + 1 かつ f が既約であり,f の分解体が f の根の上で t 回 transitive であるとき 不等式 (1)
は整数解の個数は有限である. この事実は次の定理から従う.

Theorem B ( W. M. Schmidt [7]) n < k とする. K を n − 1 回 transitive とする. L(X) =
α1X1 + · · ·+ αnXn ∈ K[X1, . . . , Xn] とし,さらに, L の n個の任意の共役形式 L(i1), . . . , L(in) が線
形独立であると仮定する.このとき,任意の ε > 0に対して,

|L(1)(x) . . . L(k)(x)| ≤ |x|k−n−ε (7)

を満たす整数点 x ∈ Zn は有限個しか存在しない.

実際, n = t + 1 であり, f の既約性からその分解体の次数 k = r である.また, L(X) = g(α1) とお
けばその共役は L(i)(X) = g(αi)となるので,この中の任意の t + 1個の形式は線形独立である.した
がって, (7)の指数は r − (t + 1) − ε となり,κ > t + 1でも不等式 (1)の解の個数の有限性が従う.
以上の考察によって, t + 1 < κ ≤ 2t の範囲での不等式 (1)の解の個数の有限性は f の条件によっ
て変化するということがわかる.

多項式 f = f0(X − α1) . . . (X − αr) とするとき, Resultant が満たす等式

R(f, g) = f t
0

r∏
i=1

g(αi)

に着目し,Resultantを特別な場合として含む分解形式による不等式の有限性についての定理を証明す
ることによって,その特別な場合として Theorem A を示している.

Theorem C ( W. M. Schmidt [5]) F (X) = L1(X) . . . Ld(X) ∈ Q[X1, . . . , Xn] を d 次の分
解形式とする. 1 < n ≤ k < dとする．もし, 次数が k−1以下の任意の多項式G(X) ∈ Q[X1, . . . , Xn]
に対し G(X) 6 |F (X) であり，かつ k個の任意の組 (i1, . . . , ik) ∈ {1, . . . , d} (j 6= lのとき ij 6= il)に
対し rank(Li1 , . . . , Lik

) = n が成り立つならば, 任意の ε > 0 に対して，不等式

|F (x)| < |x| d−2(k−1)−ε

の整数解 x = (x1, . . . , xn) ∈ Zn は有限個である.
ただし, |x| = max(|x1|, . . . , |xn|) とする.

Theorem Aは Theorem C の n = k の場合である.これを見るために,

R∗(f, g) = g(α1) . . . g(αr) = L1(g) . . . Lr(g)

とし, R(f, g) = ar
0R

∗(f, g) とおく. ここに, n = t + 1 個の変数 g0, . . . , gt の線形形式 Li(g) =
g0(αi)t+· · ·+g0 (1 ≤ i ≤ r)である.つまり, R∗(f, g)は, gを変数とする r次の分解形式F (g)である.有
理数体上で f(X) = f1(X) . . . fh(X)と因数分解すると,それぞれの fj(X)は有理数体上既約である. Gj

を fj(αi) = 0となる添字 iを持つ線形形式 Li の積とすれば, F (g) = G1(g) . . . Gh(g)となる.形式 Gj

は明らかに有理数係数を持つ.さて,これらが有理数体上既約であることを示そう. G1(g) = H1(g)H2(g)
で, 0 < deg H1 < deg G1 = deg f1 であるとする. もし, H1(g) = Li1(g) . . . Lij (g) となるなら
ば, H1(g) の中の単項式 gu

t−1g
j−u
t (1 ≤ u ≤ j) は, αi1 , . . . , αij の基本対称式である. したがっ
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て, αi1 , . . . , αij は u < deg f1 次以下の代数的数になる.これは, f1 が既約であることに反する.
いま, Theorem A の仮定によって, f は t次以下の整係数多項式で割り切れない.ガウスの補題に

よって,有理数体上でも t次以下の有理数係数多項式で割れない. したがって, F (g)のそれぞれの既
約形式 Gj(g)の次数は, t + 1 = n以上でなくてはならない.つまり, F (g)は nより小さい次数の有
理数係数の形式では割れない. Van der Monde の行列式を使えば,任意の n = t + 1 個の線形形式 Li

は階数 n を持つ.そこで, Theorem C を k = n で適用すれば, |F (g)| < |g|r−2(n−1)−ε を満たす整数
解 g は有限個しか存在しない,すなわち,不等式 0 < |R(f, g)| < H(g)r−2t−ε を満たす t 次以下の整
係数多項式 g は有限個しか存在しない.
Theorem C の証明では, Schmidtの Subspace Theorem (c.f. [7]) を用いて証明される次の補題を用
いる.この補題を紹介する前に,いくつか定義を述べる.
L = {L1, · · · , Ld} を Q 係数線形形式の集合とする. L が symmetric であるとは, L に属する任意

の線形形式の複素共役形式が再び L に属するときをいう. また,集合 Lの階数 rankL を,この集合
に属する線形形式で Q 上線形独立となる最大個数と定義する.

Lemma D (W. M. Schmidt [6]) L = {L1, · · · , Ld} を symmetric とする.与えられた η > 0 に
対して,次の２つの条件は同値である.

(a) L, η にのみよる正定数 γ1 が存在して,不等式

|L1(x) · · ·Ld(x)| ≤ γ1|x| d−η (8)

を満たす整数点 x ∈ Zn は無限個存在する.

(b) Rn の t 次元有理数係数部分空間 St 6= {O} と L の symmetric な部分集合 L′ が存在して,L′

を St へ制限したときの階数 l が　

l ≤ tm/η かつ l < t (9)

をみたす. ただし, m = #L′ である.

Theorem C 証明は次の方法で行う.
まず,η > 2(k − 1) で条件 (a)が成り立たないことを示せればよい. したがって, (b) の否定が成り立
つば良いので, l < t ⇒ tη ≤ 2(k − 1)l を示す.

さて, Theorem A に関して, f を割る整係数多項式の次数が t 次より大きいという条件を課さずに
有限性が従うことが [4]で示されている.すなわち,次の定理が成り立つ.

Theorem E ( J.-H.Evertse & N. Hirata-Kohno [4]) 0 < t < r とする. 整係数多項式 f ∈
Z[X] は重根を持たないと仮定する.このとき, κ > 2t ならば, Resultant 不等式 (1)を満たす t 次以
下の多項式 g ∈ Z[X]の個数は有限個しか存在しない.

分解形式に関する Theorem Cの中の条件“次数が k−1以下の任意の多項式G(X) ∈ Q[X1, . . . , Xn]
に対し G(X) 6 |F (X) ”を省くことが出来るか,という問題が考えられるが現在は未解決である.

Theorem E によって, κ > 2t ならば Resultant 不等式 (1) は有限個の解しか持たないことが示さ
れた.それでは,その解の個数の評価は与えられないのか,という問題が考えられる.この問題に対す
る結果は特別な場合に限り, J.-H.Everse [1, Theorem 1] によって証明されている.特別な場合という
のは, Resultant 不等式 (1) を満たす整係数多項式 g が原始的であり,かつ,既約であるという条件を
持つことである.ここで,多項式 g が原始的であるとは,係数の最大公約数が 1であるときを言う. 以
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下で説明するが, Resultant 不等式 (1) を満たす整係数多項式 g が原始的でないか,または,可約であ
るときの解の個数の評価を与えると,既約かつ原始的な多項式 g における |R(f, g)| の値の下からの
評価や effective Liouville 予想が従う.
初めに, κ > 2t のとき,不等式 (1) を満たす必ずしも原始的でない t次の整係数多項式 g ∈ Z[X] の

解の個数が多くとも N 個であるとする.不等式 (1)を満たす原始的な t次の整係数多項式 g∗ をとる.

|d| ≤
(
M(g∗)r−κ|R(f, g∗)|−1

)1/κ

をみたす零でない整数 dに対して,g = dg∗ は不等式 (1)を満たす.したがって,

|R(f, g∗)| ≥ N−1M(g∗)r−κ

が成り立つ.つまり,不等式 (1)を満たす原始的でない多項式の個数に対する explicit な上からの評価
は, |R(f, g∗)|の下からの評価を与える.
次に, effective Liouville について考察する.まず, Liouville の定理とは, αを d次の実代数的数と

するとき, αとは異なる任意の有理数 p/q に対して,∣∣∣∣α − p

q

∣∣∣∣ >
c(α)
qd

を満たす α のみに依存する定数 c(α) が存在するという定理である.いま,簡単のため, t = 2 かつ
κ > 4 とし, M を不等式 (1)を満たす原始的で可約な２次整係数多項式 gの個数に対する上からの評
価とする.ここで, |a, b| := max(|a|, |b|) とする.整係数多項式 g = q1X − p1 ∈ Z[X], gcd(p1, q1) = 1
を固定する.このとき,任意の多項式 g2 = q2X − p2 で

p2, q2 ∈ Z, gcd(p2, q2) = 1 (10)

|p2, q2| ≤
(
2−rM(f)−1|R(f, g)|−1 · M(g1)r−κ

)1/κ
(11)

を満たす多項式に対して, (2)によって,

|R(f, g1g2)| = |R(f, g1)||R(f, g2)|

≤ 2−rM(f)−1|R(f, g)|−1M(g1)r−κM(g2)−κ × 2rM(f)M(g2)r

= M(g1g2)r−κ

が成り立つ.今, (10), (11)を満たす整数の組 (p2, q2)の個数は, (11)の右辺の２乗の定数倍によって
下から評価される.また,この個数はM によって上から抑えられるから, rにのみ依存するある数 c1

に対して,
|R(f, g1)| ≥ c1M

−κM(f)−1M(g1)r−κ (12)

が成り立つ.また, f = a0(X − α1) . . . (X − αr) とし, α ∈ {αi | 1 ≤ i ≤ r} とすると,

|R(f, g1)| = |a0(p1 − α1) . . . (p1 − αrq1)|

≤ 2rM(f)|α − (p1/q1)||p1, q1|r

を得る. (12)とM(g1) = |p1, q1|を合わせると, rのみに依存する定数 c2 が存在して,∣∣∣∣α − p1

q1

∣∣∣∣ ≥ c2M
−κ/2M(f)−2|p1, q1|−κ

を得る.これは Liouville の定理のとても強い effective な改良であるため，現時点では到達困難と理
解されているものである.
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2 Resultant方程式
整数 t > 0と r次整係数多項式 f ∈ Z[X] を固定する.
行列式によって定義される t + 1変数の整係数多項式

R(t, f)(Y0, . . . , Yt) =

f0 f1 . . . . . . fr

. . . . . . t rows
f0 f1 . . . . . . fr

Y0 . . . Yt−1 Yt

. . . . . . r rows
. . . . . .

Y0 . . . Yt−1 Yt

を考える.与えられた t + 1変数の整係数多項式 A(Y0, . . . , Yt) に対して,方程式

R(t, f)(Y0, . . . , Yt) = A(Y0, . . . , Yt)

をResultant方程式と呼ぶ. g = (g0, . . . , gt) ∈ Zt+1 に対して, t次整係数多項式 g0X
t + · · ·+ gt を

対応させる.この多項式を Pg と書くことにする.

Theorem 2.1 f ∈ Z[X] を重根を持たない r 次の整係数多項式とする. deg A < r − 2t ならば
Resultant方程式

R(t, f)(g0, . . . , gt) = A(g0, . . . , gt) (13)

を満たす整数点 (g0, . . . , gt) ∈ Zt+1 は有限個しか存在しない.

証明
0 < δ < 1 とし, deg A < r − 2t − δ とおく. A(X0, . . . Xt) =

∑m0
i0=0 · · ·

∑mt

it
c(i0, . . . , it)Xi0

0 . . . Xit
t

とすると, |gi| ≤ 2tM(Pg) であることから,

|A(g0, . . . , gt)| ≤
m0∑

i0=0

· · ·
mt∑

it=0

|c(i0, . . . , it)||g0|i0 . . . |gt|it

≤
m0∑

i0=0

· · ·
mt∑

it=0

|c(i0, . . . , it)|
(
2tM(Pg)

)i0+···+it

< 2t(r−2t−δ) (M(Pg))r−2t−δ
L(A) (14)

となる.ただし, L(A) :=
∑m0

i0=0 · · ·
∑mt

it=0 |c(i0, . . . , it)| である. したがって,(2.1)から

|R(f, Pg)| < 2t(r−2t−δ)L(A)M(Pg)r−2t−δ

を得る. M(Pg) >
(
2t(r−2t−δ)L(A)

)1/δ を満たす多項式に対して,

|R(f, Pg)| < M(Pg)r−2t

が成り立つ.したがって, Theorem Eを適用すれば, M(Pg) >
(
2t(r−2t−δ)L(A)

)1/δ を満たし, Resultant

方程式を満たす整係数多項式の個数は有限個である.また, M(Pg) ≤
(
2t(r−2t)L(A)

)1/δ を満たす多
項式は有限個しか存在しないので,さらに, Resultant 方程式を満たす多項式も有限個しか存在しな
い.したがって,この定理が従う.

Resultant方程式を満たす整数点の個数の評価を得ることができ,その結果が次の定理である.
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Theorem 2.2 0 < δ < 1 とおく. d = deg A ≤ r − 2t − δ であるとき,

1. R(t, f)(g) = A(g)

2. M(Pg) ≥ max
{(

2t(r−2t−δ)L(A)
)2/δ

,
(
22r2

M(f)4r−4
)t/δ

}
3. Pg が primitiveかつ irreducible

を満たす整数点 g = (g0, . . . , gt) ∈ Zt+1 の個数は多くとも

28t+65t2t+21δ−t−5rt log 4r log log 4r

である.

証明
A(X0, . . . Xt) =

∑m0
i0=0 · · ·

∑mt

it
c(i0, . . . , it)Xi0

0 . . . Xit
t とおくと,

|A(g0, . . . , gt)| ≤
m0∑

i0=0

· · ·
mt∑

it=0

|c(i0, . . . , it)||g0|i0 . . . |gt|it

≤
m0∑

i0=0

· · ·
mt∑

it=0

|c(i0, . . . , it)|
(
2tM(Pg)

)i0+···+it

< 2t(r−2t−δ) (M(Pg))r−2t−δ
L(A)

したがって, R(t, f)(g0, . . . , gt) = A(g0, . . . , gt) より,

|R(t, f)(g)| ≤ 2t(r−2t−δ)L(A)M(Pg)r−2t−δ

である.ここで,条件M(Pg) ≥
(
2t(r−2t−δ)L(A)

)2/δ を使うと,

|R(t, f)(g)| ≤ M(Pg)r−2t−δ/2

が成り立つ. [1] の定理 1を適用すれば, 整数解 g の個数は

28t+65t2t+21δ−t−5rt log 4r log log 4r

以下である.
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