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1. 序論

この文章では主に新谷 L関数と呼ばれる関数を定義し、その性質について解説す
る予定である。新谷 L関数は多数の連続的パラメータを持った解析的な関数であり、
パラメータを特殊化することによってHecke L関数を構成することができる。Hecke
L関数のさまざまな性質（解析接続など）が新谷 L関数の性質から導かれる。

Stark予想は Hecke L関数の s = 0での先頭項 (＝高階微分値)について述べたも
のであるが、その微分値を和の形に分解する新谷公式は微分値を調べる際の重要な道
具である。Hecke L関数の変数 s ∈ Cに対応する変数として、新谷 L関数には多変数
のパラメータ (s1, . . . , sn) ∈ Cn があるが、この多変数化が新谷公式を理解する上で
特に重要である。従来の研究ではこの多変数化の視点はあまりなかったように思う。
もう一つ新谷 L関数の重要な点は、それが変数 (s1, . . . , sn)について Cn上の正則関
数であるという点である。特に (0, . . . , 0)上で正則なことが新谷公式と高階微分への
一般化を考える上で重要になる。従来の新谷ゼータ関数を用いた研究では Hecke L
関数を直接的に表せる代わりに 、この正則性が成立しないという問題があった。ま
た新谷 L関数よりさらに良い関数として正規新谷 L関数を導入する。正規新谷 L関
数の著しい性質のひとつに関数等式がある。本文章ではまず新谷氏の結果について述
べた後、新谷 L関数の定義を行う。そして正規新谷 L関数を導入しさらに、Hecke L
関数を正規新谷 L関数で表す方法について解説する。最後に新谷公式の重要性を示
す例として 21節以降で Ren氏と Sczech氏による Stark予想の精密化を紹介する。

2. 新谷卓郎氏の結果について

新谷卓郎氏は Hecke L関数（部分ゼータ関数）の研究のため新谷ゼータ関数を導
入し、基本領域を Coneの和として表す事で、Hecke L関数（部分ゼータ関数）を新
谷ゼータ関数で表した。また、新谷公式を用いて総実体の部分ゼータ関数の s = 0で
の微分値の expを多重 Γ関数を用いて表し、s = 0が一位の零点である場合にそれが
K の類体の単数で表されることを予想した。

2.1. 新谷ゼータ関数. 新谷ゼータ関数は、aνµ > 0, xµ > 0 に対し次の級数で定義さ
れる。

ζn,r(s,A, x) =

∞∑
m=0

n∏
ν=1

(

r∑
µ=1

aνµ(mµ + xµ))
−sν

新谷ゼータ関数は Cn に有理型解析接続され、

s1 + · · ·+ sn ∈ Z≤0

などに極を持っている。ζ1,r(s,A, x)は特に Barnesのゼータ関数とよばれ、

Γr (A, x) = exp

(
∂

∂s
ζ1,r(s,A, x)|s=0

)
1
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は (定数倍を除いて)Barnesの多重 Γ関数と呼ばれる Γ関数の一般化になっている。

2.2. 基本領域とCone分解. µ = 1, . . . , rに対し

uµ =

 a1µ
...

anµ

 ∈ (R+)
n

、

V ((u1, . . . , ur), (x1, . . . , xr)) =

{
r∑

µ=1

(mµ + xµ)uµ | m1, . . . ,mr ∈ Z≥0

}
とおく。このとき、新谷ゼータ関数は

ζn,r(s,A, x) =
∑

v∈V (u,x)

1

vs11 · · · vsnn

と書ける。

例 1. K = Q
(√

2
)
の Dedekindゼータ関数は

ζK(s) =
∑

x∈OK,+/O×
K,+

1

N(x)s

と表される。いま ρを標準的な埋め込み ρ : K ↪→ R2とすると R2
+/ρ

(
O×

K,+

)
の基本

領域として、

Λ1 =

{
α

(
1
1

)
+ β

(
3 + 2

√
2

3− 2
√
2

)
| α, β > 0

}
Λ2 =

{
α

(
1
1

)
| α > 0

}
として Λ1 ⊔ Λ2 を取ることができる。このとき、

Λ1 ∩ ρ (OK) = V

(((
1
1

)
,

(
3 + 2

√
2

3− 2
√
2

))
, (1, 1)

)
⊔ V

(((
1
1

)
,

(
3 + 2

√
2

3− 2
√
2

))
, (
1

2
,
1

2
)

)
Λ2 ∩ ρ (OK) = V

(((
1
1

))
, (1)

)
であるから、

ζK(s) =ζ2,2

(
(s, s),

(
1 3 + 2

√
2

1 3− 2
√
2

)
, (1, 1)

)
+ ζ2,2

(
(s, s),

(
1 3 + 2

√
2

1 3− 2
√
2

)
,

(
1

2
,
1

2

))
+ ζ2,1

(
(s, s),

(
1
1

)
, (1)

)
と新谷ゼータ関数の和で表すことができる。まず Coneを次のように定義する。

定義 2. ある一次独立な u1, . . . , ur ∈ Rn によって、

Λ (u1, . . . , ur) =

{∑
µ

αµuµ | α1, . . . , αr ∈ R>0

}
と表される領域を ({uµ}µ で張られる)Coneと呼ぶ。
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このとき一般に次が成立する。

定理 3. (新谷)K を代数体、OK を整数環、O×
K,+ を総正な単数のなす群とする。こ

のとき、ρ(K)の元が張るある有限個の Coneの合併

D =
⨿
j

Λj

であって

Rn
+ =

⨿
ϵ∈O×

K,+

ρ(ϵ)D

となるものが存在する。

各 Λj ∩ ρ(OK)の寄与は有限個の新谷ゼータ関数の和になることは難しくない。こ
の定理によって、新谷氏は代数体の Hecke L関数を新谷ゼータ関数で表した。

2.3. 新谷公式. 新谷氏はまた次の形の定理を証明した。
∂

∂s
ζn,r(s,A, x)|s=0 =

∑
ν

∂

∂s
ζ1,r(s,Aν , x)|s=0 +R

ここで Aν = (aνµ)1≤µ≤r であり、分解の各項は多重 Γ関数の対数になっている。ま
た、Rは A, xの成分の有理式の対数を使って書かれる elementary termである。新
谷氏はこの定理を通じて総実体の部分ゼータ関数の一階微分値を多重 Γ関数の特殊
値（と Rに由来する補正項）で表し、それが類体の単数になることを予想した。

3. 記号

以下では次の記号を用いる。

e(z) = e2πiz

ΓC(s) = 2(2π)−sΓ(s)

ΓR(s) = π− s
2Γ(

s

2
)

4. 新谷 L関数の定義

まず新谷 L関数を定義する。

定義 4. (新谷 L関数の級数表示)
s = (sν)1≤ν≤r ∈ Cr,Re (s1 + · · ·+ sr) > r, A = (aνµ)1≤ν,µ≤r ∈ Mr (R),aνµ > 0,

x = (xν)1≤ν≤r, y = (yµ)1≤µ≤r ∈ Rr 0 < xν , yµ < 1, に対して order rの新谷 L関数
L (s,A, x, y) を次で定義する。

L(s,A, x, y) =
∑

0≤m1,m2,··· ,mr

e2πi(m1y1+···+mryr)∏
1≤ν≤r(

∑
1≤µ≤r aνµ(xµ +mµ))sν

=
∑
0≤m

e (my)

(A(x+m))s
,

ここで、 e (z) = e2πiz、 λ = (λ1, . . . , λr),s = (s1, . . . , sr)に対して λs = λs1
1 · · ·λsr

r 、
my = m1y1 + · · ·+mryr である。

後に説明するが、新谷 L関数は sの関数として Cr 全体に正則関数として解析接
続できる。
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例 5. (r = 1の場合)
r = 1のときは

L(s,A, x, y) =
∞∑

m=0

e(ym)

(a(x+m))s

=
1

as

∞∑
m=0

e(ym)

(x+m)s

となり、これは Hurwitz-Lerch zeta関数として知られているものである。また、
x = 1/2, y = 1/2,A = 2とすると

L(s, (2), (
1

2
), (

1

2
)) =

∞∑
m=0

e(m2 )

(1 + 2m)s

=

∞∑
m=0

e(m2 )

(1 + 2m)s

=
1

1
− 1

3
+

1

5
− 1

7
+

1

9
− 1

11
+ · · ·

となり、有理数体 Qの導手 4の Dirichlet指標に関する Dirichlet L関数に一致す
る。一般の Dirichlet L 関数の場合も新谷 L 関数を複数足し合わせて表すことがで
きる。

e(
1

8
)L(s, (2), (

1

2
), (

1

4
)) + e(

7

8
)L(s, (2), (

1

2
), (

3

4
))

=
∞∑

m=0

e( 1+2m
8 ) + e(− 1+2m

8 )

(1 + 2m)s

=(e(
1

8
) + e(

7

8
))(1− 1

3
− 1

5
+

1

7
+

1

9
− 1

11
− 1

13
+

1

15
+ · · · )

次に r = 2の場合を考える

例 6. r = 2の場合、新谷 L関数は次のようになる。

L((s1, s2), (
a11 a12
a21 a22

), (x1, x2), (y1, y2))

=
∞∑

m1=0

∞∑
m2=0

e(m1y1 +m2y2)

(a11(x1 +m1) + a12(x2 +m2))s1((a21(x1 +m1) + a22(x2 +m2))s2

order 2　の新谷 L関数を用いて実二次体の Hecke L関数を表すことが出来る。
K = Q(

√
2)の Hecke指標を χ = χ∞χf とする。ただし χ∞ は無限素点での成分、

χf は有限素点での成分とする。いま例えば

χf (a) =


1 a ≡ 1

−1 a ≡ 1 +
√
2

0 a ≡ 0,
√
2

(mod {)2}
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で定まる mod 2の指標 χを考える。このとき Hecke L関数 LK(s, χ)は次のように
書ける。N : K → Q+ をノルムとする

LK(s, χ) =
∑
m1

∑
m2

e(m1+m2

2 )

N((2 +
√
2)(m1 +

1
4 ) + (2−

√
2)(m2 +

1
4 ))

s

+
∑
m1

∑
m2

e(m1+m2

2 )

N((2 +
√
2)(m1 +

3
4 ) + (2−

√
2)(m2 +

3
4 ))

s

=L((s, s), (
2 +

√
2 2−

√
2

2−
√
2 2 +

√
2
), (

1

4
,
1

4
), (

1

2
,
1

2
))

+ L((s, s), (
2 +

√
2 2−

√
2

2−
√
2 2 +

√
2
), (

3

4
,
3

4
), (

1

2
,
1

2
))

となる。

5. 新谷 L関数の積分表示

F (t, x, y) =
∏

1≤ν≤r

e (itνxν)

(1− e (yν + itν))

とする。公式 ∫ ∞

0

e(izt)ts
dt

t
= (2πz)−sΓ(s)

= z−sΓC(s)

2

を用いると、新谷 L関数が次のような積分表示を持つことが分かる。

L (s,A, x, y) =
2r

ΓC (s1) · · ·ΓC (sr)

∫ ∞

0

· · ·
∫ ∞

0

F (tA, x, y) ts
dt1
t1

· · · dtr
tr

ここで

F (t, x, y) =
∏

1≤ν≤r

e (itνxν)

(1− e (yν + itν))

である。この定義により Aの定義域を A ∈ GLr(R)に伸ばすことが出来る。

定義 7. 一般の A ∈ GLr(R)に対しても同様に新谷 L関数を

L (s,A, x, y) =
2r

ΓC (s1) · · ·ΓC (sr)

∫ ∞

0

· · ·
∫ ∞

0

F (tA, x, y) ts
dt1
t1

· · · dtr
tr

で定義する。

一般に Aの成分が定符号でない場合には L(s,A, x, y)は級数表示を持たない。ま
た定義式の積分を、+∞から実軸を原点付近まで走り、原点を反時計回りに一周して
+∞まで帰ってゆく経路 Lによって、∫ ∞

0

· · ·
∫ ∞

0

F (tA, x, y) ts
dt1
t1

· · · dtr
tr

=
1

(e(s1)− 1) · · · (e(sr)− 1)

∫
L

· · ·
∫
L

F (tA, x, y) ts
dt1
t1

· · · dtr
tr

と書き直せば、L(s,A, x, y)の解析接続を得る。
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6. 正規新谷 L関数

次に新谷 L関数を変形した正規新谷 L関数を導入する。

定義 8. χ : {1, . . . , r} → {0, 1}を任意の写像とする。正規新谷 L関数 Lχ(s,A, x, y)
を

Lχ(s,A, x, y) =
1

ΓC (s1) · · ·ΓC (sr)

∫ ∞

−∞
· · ·

∫ ∞

−∞
F (tA, x, y) |t|sχ

dt1
t1

· · · dtr
tr

= 2−r
∑

σ∈{±1}r

σ1−χL (s, σA, x, y)

で定義する。ここで

|t|sχ =
∏

1≤ν≤r

sgn (tν)
χ(ν) |tν |sν

σ1−χ =
∏

1≤ν≤r

σ1−χ(ν)
ν

σA = (σνaνµ)1≤ν,µ≤r

である。この χを (正規新谷 L関数の)符号型 (parity type)と呼ぶことにする。以

下で χを (χ(1), . . . , χ(r))というベクトルとみなしたり、(

k︷ ︸︸ ︷
0, . . . , 0,

r−k︷ ︸︸ ︷
1, . . . , 1)を簡単に

(0k1r−k)などと表記したりする。

例 9. 例えば r = 2のとき正規新谷 L関数は次のような新谷 L関数の和になる。

Lχ(s,A, x, y)

=L(s, (
a11 a12
a21 a22

), x, y) + (−1)1−χ(1)L(s, (
−a11 −a12
a21 a22

), x, y)

+ (−1)1−χ(2)L(s, (
a11 a12
−a21 −a22

), x, y) + (−1)1−χ(1)+1−χ(2)L(s, (
−a11 −a12
−a21 −a22

), x, y)

次に述べるように正規新谷L関数はふつうの新谷L関数よりも良い性質をもっている。

7. 正規新谷 L関数の性質 (関数等式)

正規新谷Ｌ関数は次の関数等式を満たす。

定理 10. 正規新谷Ｌ関数の完備化を次で定義する。

L̂χ (s,A, x, y) = |det(A)| 12
∏

1≤ν≤r

ΓR (χ (ν) + sν)Lχ (s,A, x, y) .

このとき、
L̂χ (s,A, x, y) = iχe (−xy) L̂χ (1− s,A∗, y, 1− x)

が成立する。

8. 正規新谷 L関数の整数点での Tailor展開

正規新谷 L 関数の関数等式より sj ∈ Z≤0 について sj ≡ χ(j) (mod 2Z) は
Lχ(s,A, x, y)の零点になっていることが分かる。さらに次が成立する。
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定理 11. 符号型が χの正規新谷 L関数は s = −mにおいて次の Taylor展開を持つ

Lχ(s,A, x, y) =
∏
j∈J

(sj +mj)×
(
e(−xy)Dm

y

{
e(xy)S|J|(AJ , x, y)

}
+O(s+m))

)
ここで、J = {j | mj = χ(j) mod 2}、AJ = (aji)j∈J , tJ = (tj)j∈J、Dy = 1

2πi

(∑
aµν

∂
∂yν

)
1≤µ≤r

。

また A = (aij)1≤i≤k,1≤j≤r に対し

Sk(A, x, y) =

k︷ ︸︸ ︷∫
R
· · ·

∫
R
F (tA, x, y)

dt1
t1

· · · dtk
tk

と定める。

Taylor展開の先頭項 e(−xy)Dm
y {e(xy)S|J|(AJ , x, y)}は

|J|︷ ︸︸ ︷∫
R
· · ·

∫
R

[(
− 1

2π

∂

∂t

)m

F (tA, x, y)

]
tj=0 for j /∈J

dtJ
tJ

と表すことも出来る。特に s = 0では、

Lχ(s,A, x, y) =
∏
j∈J

sj ×
(
S|J|(AJ , x, y) +O(s))

)
であって、先頭項の係数は Aの内の kr個の成分にしかよらないことも見て取れる。
またランク 1の Stark予想と結びつく k = 1については、S1(A, x, y)は多重三角関
数の類似物になっている。

9. 新谷公式

L((s, . . . , s), A, x, y)のs = 0での微分値は和の形に分解することが出来る。L((s, . . . , s), A, x, y)
の s = 0での微分値とはつまり、L((s1, . . . , sr), A, x, y)の Taylor展開の一次の係数
の和である。よって次の式が成り立つ。

d

ds
L((s, . . . , s), A, x, y)|s=0 =

∑
µ

∂

∂sµ
L((0, . . . , sµ, . . . , 0), A, x, y)|s=0

高階微分の場合も同様である。例えば 2階微分の場合(
d

ds

)2

L((s, . . . , s), A, x, y)|s=0 = 2
∑

1≤ν<µ≤r

∂

∂sν

∂

∂sµ
L((0, . . . , 0, sν , 0, . . . , 0, sµ, 0, . . . , 0), A, x, y)|s=0

+
∑

1≤µ≤r

(
∂

∂sµ

)2

L((0, . . . , sµ, . . . , 0), A, x, y)|s=0

となる。新谷ゼータ関数の場合は s1 + · · · + sr = 0に極を持つため、同じ式は成立
せず誤差項/修正項が発生する。一階微分の場合は誤差項は elementaryに書くことが
できる (新谷公式)。2階微分以上の場合も広瀬氏による研究があるが、この場合誤差
項は複雑な積分になり elementaryにならないと思われる。新谷公式によって総実体
の部分ゼータ関数の一階微分値を分解すると、本質的に一成分にのみ Stark単数の対
数が現れ、他の成分は基礎体の元の対数などで書けてしまうことが知られている。一
方正規新谷 L関数を使うと本質的な一成分以外はすべて消えてしまうことが Taylor
展開の形から直ちに分かる。
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10. 基本領域と Cone分解

代数体KのHecke　 L関数は 0以外の整イデアルを渡る和として定義される。例
えば単項イデアルに対しては、その生成元を持ってくることによって、整イデアルと
Kの元を対応付けることが出来る。ただし、生成元のとり方には単数倍分だけの自由
度があるので、O×

K の作用による基本領域を考える必要が出てくる。また新谷 L関数
を級数で表示したときは Cone領域を渡る和となっているので、基本領域を Coneの
和として表す必要がある。このような背景のもと、いくつかの言葉を定義する。前述
の通り一次独立なベクトル, v1, . . . , vr ∈ Rn に対し v = (vµ)1≤µ≤r で張られる Cone
領域を

Λ(v1, . . . , vr) = {
∑
µ

tµvµ| 0 < tµ}

と表そう。各 j について Λ(v1, . . . , v̂j , . . . , vr)を Λ(v1, . . . , vr)の境界と呼ぶ。

所見 12. 新谷ゼータ関数で Hecke L 関数を表す際には境界に由来する次元の低い
Coneの寄与を考える必要があった。しかし今後新谷 L関数でHecke L関数を表す際
には境界からの寄与を 0にすることができる。つまりこの定義では便宜的に Cone領
域から境界部分 tµ = 0を外しているが、境界部分を含めるかどうかは以降の議論に
関係しない。

11. 格子上の指標

より一般的な級数 ∑
v∈Λ

Φ(v)

vs11 · · · vsrr
を扱うために、格子上の指標というものを導入する。Rr の格子とは R上独立な r個
の生成元から生成される Rr の部分 Z加群のことである。

定義 13. Φ : Rr → Cが格子上の指標であるとは、Rr の格子 L′ ⊂ L ⊂ Rr が存在し
て、次の二条件を満たすことをいう。

(1) 任意の v /∈ Lに対して Φ(v) = 0
(2) 任意の w ∈ L′,v ∈ Lに対して、Φ(v + w) = Φ(v)

このとき LをΦの台、L′をΦの周期と呼ぶ。Lを台、L′を周期とする指標の全体を
X(L/L′)で表す。次に格子の正則性を定義する。簡単に言えば、Φが u1, . . . , ur に対
して正則であるとは、 ∑

v∈Λ(u)

Φ(v)

vs11 · · · vsrr

がそのまま新谷 L関数の和で表せるための条件である。

定義 14. u1, . . . ur ∈ Lとする。Φ ∈ X(L/L′)　が　 u = (u1, . . . , ur)　に対して正
則であるとは次の二条件を満たすことである。

(1) 任意の v ∈ Rr に対して、v =
∑

µ cµuµと表したとき、いずれかの cµ ∈ Zの
とき

Φ(v) = 0

(2) 任意の v ∈ Rr と添え字 1 ≤ µ ≤ rと、muµ ∈ L′となる正整数mに対して、
m−1∑
k=0

Φ(v + kuµ) = 0
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定義 15. x = (xµ) ∈ Qr,y = (yµ) ∈ Qr,0 < xµ, yµ < 1 と、u = (uµ) ∈ Rr に対し
て、Φu[x, y] ∈ X(L/L′)を

Φu[x, y](v) =

{
e(k1y1 + · · ·+ kryr) ∃k ∈ Zr, v =

∑
µ uµ(xµ + kµ)

0 v otherwise

で定める。但し L,L′ は x, yに合わせ適宜取るものとする。

Φu[x, y]は L(s,A, x, y)と次のように結びついている。

L(s,A = (u1, . . . , ur), x, y) =
∑

v∈Λ(u)

Φu[x, y](v)

vs11 · · · vsrr
.

Φu[x, y]は uに対して正則な指標であるが、逆に正則な指標は Φu[x, y]の和とな
ることもそれほど難しくない。すなわち次の命題が成り立つ。

命題 16. Φが uに対して正則となるとき、(xj)j∈J ,(yj)j∈J ,(cj)j∈J ,#J < ∞が存在
して、

Φ =
∑
j∈J

cjΦu[xj , yj ]

12. 格子上の指標の新谷 L関数

格子上の一般の正則な指標に対する新谷 L関数を定義しよう。

定義 17. Φが uに対して正則となるとき、格子上の指標の新谷 L関数 L(s,Φ,Λ(u))
を

L(s,Φ,Λ(u)) =
∑
j∈J

cjL(s,A, xj , yj)

で定義する。ただしここで

A = ((uµ)ν)νµ = (u1, . . . , ur)

Φ =
∑
j∈J

cjΦu[xj , yj ]

とする。Lχ(s,Φ,Λ(u)),L̂χ(s,Φ,Λ(u))も同様に

Lχ(s,Φ,Λ(u)) =
∑
j∈J

cjLχ(s,A, xj , yj)

L̂χ(s,Φ,Λ(u)) =
∑
j∈J

cjL̂χ(s,A, xj , yj)

で定義する。

L(s,Φ,Λ) =
∑
v∈Λ

Φ(v)

vs11 · · · vsnn

ともかける。また Φが {Λj}j に対して正則なとき D =
⨿

j Λj に対して正則といい

L(s,Φ,D) =
∑
j

L(s,Φ,Λj)

と定める。
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13. Hecke L関数を新谷 L関数で書くための方針（狭義類数が 1の場合）

K の狭義類数が 1(K の任意のイデアルが総正な元によって生成される単項イデア
ル)の場合にHecke L関数を新谷 L関数で書くための方法を考える。Hecke L関数は
次のような形をしている。

LK(s, χ) =
∑

a∈O+
K/E

χ(a)

N(a)s

=
∑

µ(a)∈D

χ(a)

N(a)s

=
∑
j

∑
µ(a)∈Λj

χ(a)

N(a)s

ここで、Φを

Φ(v) =

{
χ(x) ∃x ∈ OK , v = ρ(x)

0 otherwise

で定める。Φが (生成元をうまくとったときに)Dに対して正則ならば、

LK(s, χ) = L((s, . . . , s),Φ,D)

と書ける。一般には Φが正則になるような Coneたちの生成元が取れるとは限らな
い（取れる場合もある）。

14. Hecke L関数を新谷 L関数で書くための方針（類数が一般の場合）

K の狭義イデアル類群を Cl+ = (cµ)µとする。Cl+の位数が 1とは限らない場合
を考える。bµ を c−1

µ に属するK の整イデアルとすして Hecke L関数を変形すると、

LK(s, χ) =
∑

a:ideal

χ(a)

N(a)s

=
∑
µ

∑
a:integral ideal

a∈µ

χ(a)

N(a)s

=
∑
µ

(
χ(bµ)

N(bµ)s
)−1

∑
a∈µ

χ(abµ)

N(abµ)s

=
∑
µ

(
χ(bµ)

N(bµ)s
)−1

∑
a∈bµ/E

χ(a)

N(a)s

となる。ここで、

Φχ,b(v) =

{
χ(x) ∃x ∈ b, ρ(x) = v

0 otherwise

と定める。Φχ,b が Dに対して正則ならば

LK(s, χ) =
∑
µ

(
χ(bµ)

N(bµ)s
)−1L((s, . . . , s),Φχ,b,D)

と書ける。
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15. Φを正則にするための方法 (条件 1)

p ∈ O+
K で、N(p) = P が素数であるとする。基本領域として、Dの代わりに ρ(p)D

を用い、χの代わりに、

χ′(y) =

{
0 y ∈ pOK

χ(y) y otherwise

を用いる。このとき、pを適切に選べば、条件１は満たされる。より正確には次が成
立する。

定理 18. Λを Cone,Λ′を Λの境界のひとつとする。有限個の pを除いて、次の条件
を満たす。

y ∈ O+
k で、ρ(y)∈ρ(p)Λ′ となるとき、y ∈ pOK。

Proof. Λ = Λ(ρ(x1), . . . , ρ(xn)),Λ
′ = Λ(ρ(x1), . . . , ρ(xn−1)),(x1, . . . , xn−1, xn) ∈

On
K とする。ほとんど全ての pに対し

#(OK/x1Z+ · · ·+ xnZ)
がN(p)と互いに素なので、それを仮定する。またy = p(b1x1+· · ·+bn−1xn−1)/N(p) ∈
Ok とする (b1, . . . , bn ∈ Q)。このとき、y ∈ pOK を示せばよい。y ∈ OK より

b1x1 + · · ·+ bn−1xn−1 ∈ N(p)

p
OK .

さらに K/Qの Galois Clousureを K ′ とし、K の K ′ への埋め込みを ρ1, . . . , ρn と
すると

b1ρj(x1) + · · ·+ bn−1ρj(xn−1) ∈
N(p)

ρj(p)
OK .

よって、j = 2, . . . , n− 1に対して

b1ρj(x1) + · · ·+ bn−1ρj(xn−1) ∈ ρ1(p)OK .

よって行列  ρ2(x1) · · · ρ2(xn−1)
...

. . .
...

ρn(x1) · · · ρn(xn−1)


が mod ρ(p)で可逆なら b1, . . . bn−1 ≡ 0 (mod N(Q))となり、y ∈ pOK となる。
よって、

det(ρj(xi))
n−1,n
i=1,j=2 ̸= 0

を示せばよい。det(ρj(xi))
n−1,n
i=1,j=2 ̸= 0とすると、

det(ρj(xi))
n,n
i=1,j=1 = 0

となるが、これは x1, . . . , xn が Q上一次独立であることに反する。 □
所見 19. χを χ′ に取り替えた影響は、LK(s, χ′) = LK(s, χ) × (1 − χ(p)P−s)とな
るが、この操作によって、LK(s, χ′)の s = 0での零点の位数が LK(s, χ)より 1大き
くなる可能性がある。χが O+

K 上非自明な場合は、うまく pをとれば、χ(p) ̸= 1と
できる。χが O+

K 上自明な場合でも、χが自明でなければ、N(p) = P が素数となる
ようなとなるような一般の素イデアル pを何倍かして総正かつ単項にすれば、同様
の議論が行える。
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16. Φを正則にするための方法 (条件 2)

次に、条件 2を満たすための変形を考える。Λ = Λ(ρ(x))をConeとして、ρ(x)は
χの周期であるとする。q ∈ O+

K で、N(q) = Qが素数であり、qは xµを割らないと
する。このとき、

χ′(y) =

{
(1−Q)χ(y) y ∈ qOK

χ(y) otherwise

とすると、χ′ から作る Φは条件を満たす。実際、任意の添え字 µに対して、
Q−1∑
k=0

χ′(y + kxµ) = χ(y)

Q−1∑
k=0

χ′(y + kxµ)

χ(y)

= 0

となる。(k = 0, . . . , Q− 1の中で、y + kxµ ∈ qOK となる kが丁度ひとつ存在する
ため)

17. Φを正則にする方法（まとめ）

Hecke L関数 LK(s, χ)はそのままでは新谷 L関数でかける形とは限らない。し
かしノルムが素数であるよな二つの素イデアル p, q を適切に選んで、LK(s, χ′) =
LK(s, χ)× (1− χ(p)P−s)(1− χ(q)Q1−s)が pDに対して正則になるようにできる。

18. Hecke L関数を正規新谷 L関数で表す

K を r次総実代数体、E = O×
K+とする。ここでは、K の Hecke L関数を正規新

谷 L関数で表す方法を考える。ρ(K)を baseとするような r次元 Coneの Z係数形
式和全体に次のような同値関係を入れる。

(1) Λの特性関数を fΛとしたとき、
∑

j cjfΛj が境界を無視して（測度 0の集合
を無視して）0ならば

∑
j cjΛj ∼ 0

このような同値関係で割った Z加群をMで表す。この同値関係が新谷 L関数の定義
と compatible、つまり∑

j

cjΛj ∼ 0 ⇒
∑
j

cjL(s,Φ,Λj) = 0

となることに注意する。以後この同値関係で常に割って考える。また、

{ϵΛ− Λ|ϵ ∈ E, Λ : Cone}
で生成されるMの部分Z加群を Iとする。g = (gµ)µ ∈ {±1}rに対しRr

g =
∏

µ(gµR+)

とおく。このとき次の主張が成立する。

命題 20. DをRr
+/Eの基本領域、D(g)をRr

g/Eの基本領域とすると、D(g)−(
∏

µ gµ)D ∈
I

また、さらに Φが E で不変なとき

L((s, . . . , s),Φ, ϵΛ)− L((s, . . . , s),Φ,Λ) = (ϵs1ϵ
s
2 · · · ϵsr − 1)× L((s, . . . , s),Φ,Λ)

= 0

より
L((s, . . . , s),Φ,D(g)) = L((s, . . . , s),Φ, (

∏
µ

gµ)D)

となる。この事実を用いて Hecke L関数を正規新谷 L関数で表す。
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狭義イデアル類群の変わりに、単にイデアル類群を使う。cl(K) = (Cµ)µとする。
bµ を bµ ∈ C−1

µ となる整イデアルとする。

LK(s, χ) =
∑
µ

∑
a∈Cµ

χ(a)

N(a)s

=
∑
µ

(
χ(bµ)

N(bµ)s
)−1

∑
a

χ(abµ)

N(abµ)s

=
∑
µ

(
χ(bµ)

N(bµ)s
)−1

∑
x∈(bµ/O

×
K)

χ(x)

N(x)s

= 1
#(O×

K/E)

∑
µ

(
χ(bµ)

N(bµ)s
)−1

∑
g

χ∞(g)
∑

x∈(bµ/E)
ρ(x)∈Rr

g

χf (x)

N(x)s

となるので、ここで

Fµ =
∑
g

χ∞(g)
∑

x∈(bµ/E)
ρ(x)∈Rr

g

χf (x)

N(x)s

とおき、Fµ を正規新谷 L関数で表す。

Fµ =
∑
g

χ∞(g)
∑

x∈(bµ/E)
ρ(x)∈Rr

g

χf (x)

N(x)s

=
∑

g∈{±1}r

χ∞(g)
∑
x∈bµ

ρ(x)∈D(g)

χf (x)
∏
µ

(gµρµ(x))
−s

ここで v = (gµρµ(x))µ と置くと、

Fµ =
∑

g∈{±1}r

χ∞(g)
∑

v∈D(g)g

Φχf ,b,g(v)
∏
µ

v−s
µ

=
∑

g∈{±1}r

χ∞(g)L((s, . . . , s),Φχf ,b,g,D(g)g)

ここで χR : {1, . . . , r} → {0, 1}を

χ∞(g) =
∏
µ

gχR(µ)
µ

となるようにとり、さらに、D(g)− (
∏

µ gµ)D ∈ Iを用いると

Fµ =
∑

g∈{±1}r

g1−χRL((s, . . . , s),Φχf ,b,g,Dg)

= 2rLχR((s, . . . , s),Φχf ,b,D)

LK(s, χ) = 2r

#(O×
K/E)

∑
µ

(
χ(bµ)

N(bµ)s
)−1LχR((s, . . . , s),Φχf ,b,D)
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となる。

19. 新谷Ｌ関数の複素化

新谷 L関数の条件において、aνµ > 0の条件を Re(aνµ) > 0に変えても、同様に
新谷Ｌを定義できる。

定義 21. s = (sν)1≤ν≤r ∈ Cr,Re (s1 + · · ·+ sr) > r, A = (aνµ)1≤ν,µ≤r ∈ Mr (C),Re(aνµ) >

0, x = (xν)1≤ν≤r, y = (yµ)1≤µ≤r ∈ Rr 0 < xν , yµ < 1, に対して order rの新谷 L関
数 L (s,A, x, y) を次で定義する。

L(s,A, x, y) =
∑

0≤m1,m2,··· ,mr

e2πi(m1y1+···+mryr)∏
1≤ν≤r(

∑
1≤µ≤r aνµ(xµ +mµ))sν

=
∑
0≤m

e (my)

(A(x+m))s
,

また、実数の場合と同様に積分表示も持ち、sの関数として、Cr 全体に正則関数
として解析接続できる。ただし、実の場合と違い、積分表示を用いても、Aの定義域
を Re(aνµ) > 0の外に拡張することが出来ない。

20. Cone分解と回転行列

K の複素素点の個数を r′ 個としK の Cへの埋め込み全体を
ρ = (ρµ)µ

で 1 ≤ µ ≤ r′ のとき ρµ+r′ = ρ̄µ となるようにする。最初の 2r′ 個が複素素点に対応
する。総実代数体の場合と同様に基本領域を Coneの和として表す。

D =
⨿
j

Λj

K+
∞ =

⨿
ϵ∈E

ϵD

このとき Λj = Λ(u)のとき、Re((uν)µ) > 0とは限らないため、そのままでは

L(s,Φ,Λj)

を定義できない。そのため各 Λj に対して回転角と呼ばれる量 Tj ∈ Rr を導入して
L(s,Φ,Λj , Tj)を定義する。まず一般に成分が正の対角行列

C =


c1 0

c2
. . .

0 cr


に対し、

L(s, CA, x, y) = (
∏
µ

c−sµ
µ )L(s,A, x, y)

となることに注意する。よって各 Λj = Λ(u)に対して次のような操作を行う。次の
条件を満たすように Tj = (tµ)µ ∈ Rをとる。

(1) 任意の 1 ≤ µ ≤ rと 1 ≤ ν ≤ rに対して、ℜ(e(tµ) · (uν)µ) > 0
(2) 1 ≤ µ ≤ r′ に対して tµ+r′ = −tµ となり、2r′ + 1 ≤ µ ≤ rに対して tµ = 0。
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このように Tj = (tµ)µ をとり、さらに

Cj =


e(t1) 0

e(t2)
. . .

0 e(tr)


とおく。CjΛj = Λ(Cju1, . . . , Cjur),Cjuν = (e(tµ) · (uν)µ)1≤µ≤r とすると Cjuν の
各成分の実部は正となる。よって L(s,Φ,Λj , Tj)を

L(s,Φ,Λj , Tj) =
∏
µ

e(
∑
µ

tµsµ)× L(s, CjΦ, CjΛj)

で定義する。ここで、CjΦは CjΦ(Cjv) = Φ(v)となるようにとる。

21. Renと Sczechの予想（概略）

複素３次体の場合を考える。Stark予想から得られる値は Stark単数の絶対値で
あって、Start単数の偏角の情報は抜けている。方向微分を考えることにより、この情
報を復元できるというのが、Renと Sczechの予想の重要な点である。Renと Sczech
によるオリジナルの予想の定式化は新谷ゼータ関数を用いたものであるが、ここでは
新谷 L関数を用いて定式化する。また複素素点をちょうど一つ持つような一般次数
の代数体に一般化して定式化する。

22. Ren,Sczechの予想

K を複素素点をただ一つ持つ r次代数体とする。K の Cへの埋め込み全ての組を

ρ = (ρµ)µ

とし、ρ1と ρ2を複素素点に対応する埋め込みとする。K ′をK の狭義イデアル類群
に対応するK の拡大体とする。そして、LをK ′を含むような、K の abel拡大体と
する。G = Gal(L/K),G′ = Gal(K ′/K)。そして、群環の元

α =
∑
j

cjσj ∈ Z[G]

をとってくる。説明を簡単にするために今回は σj ∈ Gal(L/K ′)となる場合のみを考
える。つまり σj に対応するイデアル類に属するイデアルは全て総正な元から生成さ
れる単項イデアルである。まず、αの部分ゼータ関数 ζ(s, α) =

∑
j cjζ(s, σj)がどの

ようにして、新谷 L関数で書けるかを考える。説明の簡単のため、今回は正則にす
るための補正が必要ないケースのみを考える。各 jに対して、格子上の指標 Φj を任
意の総正元 vで

Φj(v) =

{
1 ∃x ∈ OK , σ(x) ≡ σj , ρ(x) = v

0 otherwise

となるよう定め、
Φα =

∑
j

cjΦj

とおく。（補正が必要なケースの場合は単に Φj の定義を取り替える）。Φαが Dに対
して正則ならば、

ζ(s, α) = L((s, . . . , s),Φα,D, T )
となる。ここで
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Xµ =
∂

∂sµ
L(s,Φα,D, T )|s=0

と置くと、Stark予想より Lの単数 ηが存在して、∑
µ

Xµ =
1

2
log |η|C

となる。

推論. (Ren, Sczech(r=3))OK の単数 ϵと有理数 Rが存在して、µ ̸= 1, 2のとき、

Xµ = R log |ϵ|µ
となる。また µ = 1, 2に対して、

Xµ −R log |ϵ|µ =
1

2
log ρµ(η) (mod 2πiQ)

となる。

所見 22. もし、何らかの意味で ’正規化された ’複素新谷 L関数を用いれば、単に
R = 0つまり

Xµ =

{
1
2 log ρµ(η) (mod 2πiQ) µ = 1, 2

0 otherwise

となることが期待される。’正規化された’複素新谷 L関数 L′と正規化を特に考えず
に用いた新谷 L関数 Lの差は cj ∈ Zと ConeΛj と総正な単数 ϵ(j) ∈ E を用いて L

L− L′ =
∑
j

(ϵ(j)s11 ϵ(j)s22 · · · ϵ(j)srr − 1)cjL((s1, . . . , sr),Φ,Λj)

と表されると思われる。よって

ϵR =
∏
j

ϵ(j)cjL((0,...,0),Φ,Λj)

と考えれば辻褄があう。よって、予想の前半部分は、例えば複素新谷 L関数の正規
化を構成できれば自動的に証明される部分と思われる。

23. さらなる予想の一般化など

Stark予想は Hecke L関数の s = 0, 1での値（先頭項）について述べたものだが、
Startk予想のさらなる一般化として、正整数mに対して、Hecke L関数の s = m, 1−m
での値について述べた予想がある (Hecke L関数に対する Zagier予想)。この場合特
殊値は logの代わりに Polylog関数を用いて表される。より厳密には次で定義される
関数 Fm を用いて表される。

Lim(z) =
∞∑

n=1

zn

nm

Fm(z) = Rm(
m−1∑
k=0

2kBk

k!
logk |z|Lim−k(z))

ここで Rm は実成分または虚成分で

Rm =

{
Re m : odd

Im m : even
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と定義している。筆者は、この一般の負の整数点での予想に対しても、同様の refine-
mentが成立すると考えている。例えば、ここで Rm をとる操作は m = 1の場合に
log(z)の代わりに log(|z|)をとる操作と考えられる。よって、Stark予想の refinement
は s = 1 − mの場合にも適応可能だと思われる。K が虚二次体で、Lが K のヒル
ベルト類体の場合に Don Zagierと Herbert Ganglによる類似の予想 [1, Chapter 7,
The enhanced conjecture]がある。
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