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概要.

ここでは Stark 予想 (本報告集 “Stark-Tate の定式化” 予想, 3) のアーベル拡大の場合
の精密化 (Rubin’s integral refinement for the abelian Stark conjecture, 予想 50 = 予想
RS(K/k, S, T, r)) を取り扱う. また, 有限素点の場合に関連する予想群を定式化し, それ
らの関係を簡単に述べる. 後者の詳しい内容は, 本報告集の三浦氏の解説に譲る.

integral refinement (for the abelian Stark conjecture) とは？

類数公式の例:

ζk(s) =
−hkRk

ek
srS∞ (1G) +O(srS∞ (1G)+1) (s→ 0)

で分かるように, Artin L 関数の先頭係数は regulator 以外にも不変量を含んでおり, その
情報まで取り出す試みが “integral refinement” である. ここでは Rubin による定式 (大
域体の有限次アーベル拡大の場合に, 追加の仮定 (Hr) の下での予想) を見ていく.

注意 36. 非可換拡大の場合も Burns などによって定式化されているが, ここでは扱わな
い (小笠原氏, 野村氏の解説参照).

9 アーベル拡大の場合の Stark 予想の言い換え.

以降, 特に断らない限り, 以下の記号を用いる:

• K/k: 大域体の有限次アーベル拡大, G := Gal(K/k), Ĝ : G の既約指標全体のな
す群.

• µK : K に含まれる 1 の冪根全体のなす群, eK := |µK |.

• S, T : k の素点からなる空でない有限集合, SK , TK : それぞれ S, T に含まれる素点
上にある K の素点全体のなす集合.

• r ∈ Z, ≥ 0.
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このとき, 各 r に対して以下の条件を考える.

定義 37 (仮定 (Hr)). 1. S は無限素点と, K/k での分岐素点を全て含む.

2. T ∩ S = ∅.

3. {ζ ∈ µK | ζ ≡ 1 mod TK} = {1}. ただし x ≡ 1 mod TK
def⇔ ∀w ∈ TK , x ≡ 1 mod w.

4. S は K/k で完全分解する素点を r 個以上含む.

5. |S| ≥ r + 1.

補足 38. 条件 3 は標数 p ̸= 0 なら (T ̸= ∅ より) 自動的に成り立つ. また標数 0 の場合も

∃P,Q ∈ TK s.t. (NP, NQ) = 1, または ∃P ∈ TK s.t. NP > eK

を満たせば成立する.

注意 39. r′ < r なら, 仮定 (Hr) ⇒ 仮定 (Hr′) が成り立つ. とくに r = 0 の場合, 仮定
(H0)-4,5 は 自明である. すなわち

仮定 (H0):


1. S は無限素点と, K/k での分岐素点を全て含む.

2. T ∩ S = ∅.
3. {ζ ∈ µK | ζ ≡ 1 mod TK} = {1}.

注意 40. 仮定 (Hr)-4,5 より

(31) rS(χ) = ords=0LS(s, χ) ≥ r (∀χ ∈ Ĝ)

が導かれる (∵ rS(χ) の公式より. 本報告集 “Stark-Tate の定式化”, 式 (13) 参照).

定義 41 (G-同変 L 関数). C[G]-値有理型関数 ΘS(s), C[G]-値正則関数 ΘS,T (s) を以下で
定める.

ΘS(s) :=
∑
χ∈Ĝ

LS(s, χ)eχ,

ΘS,T (s) :=

(∏
p∈T

(1− Frob−1
p Np1−s)

)
ΘS(s).

(32)

ただし eχ := χ(1)
|G|
∑

σ∈G χ(σ)σ である.

注意 42. 以下の意味で, 関数 ΘS(s) の “分母を払った” ものが関数 ΘS,T (s) である.

• ΘS(1− n) ∈ Q[G] (∀n ∈ N) (Siegel, etc).

• 仮定 (H0) のもとで ΘS,T (1− n) ∈ Z[G] (∀n ∈ N) (Deligne-Ribet, etc).
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また δT (n) :=
∏

p∈T (1− Frob−1
p Npn) とおけば, 仮定 (H0)-1 を満たす S に対して

AnnZ[G] µ
⊗n
K = ⟨δT (n) | T は仮定 (H0) を満たす ⟩Z[G]

が成り立つ (Coates, etc).

定義 43.

(33) Θ
(r)
S (0) := lim

s→0

ΘS(s)

sr
, Θ

(r)
S,T (0) := lim

s→0

ΘS,T (s)

sr
.

これらは仮定 (Hr) のもとで収束する. また δT := δT (1) =
∏

p∈T (1 − Frob−1
p Np) とおけ

ば δT ∈ Q[G]× であり

(34) Θ
(r)
S,T (0) = δTΘ

(r)
S (0)

が成り立つ.

S-整数環 (実際は SK-整数環) を

OS := OK,S := {x ∈ K | 任意の K の有限素点 P /∈ SK に対して |x|P ≤ 1}

と定める. さらに US := UK,S := O×
K,S とし

US,T := UK,S,T := {x ∈ UK,S | x ≡ 1 mod TK}

とおく. ここで [US : US,T ] <∞ であり,

仮定 (Hr)-3 ⇒ US,T は torsion を持たない

ことに注意.

定義 44 (G-同変 regulator map). 仮定 (Hr) が成立しているとする. とくに S は r 個
の完全分解している素点 v1, v2, . . . , vr を含んでいる. 各 vi 上にある K の素点 wi を一
つずつ選び, 固定しておく. このとき W := (w1, w2, . . . , wr) に付随する G-同変 regulator

map RW ∈ HomZ[G]

(∧r
Z[G] US,T ,C[G]

)
を

(35) RW :
r∧

Z[G]

US,T → C[G], u1 ∧ · · · ∧ ur 7→ det(−
∑
σ∈G

log |uσ−1

i |wj
σ)1≤i,j≤r

で定める.

補足 45. 単数基準 Rk := | det(log |εi|∞j
)1≤i,j≤r| (O×

k =: ⟨εi | 1 ≤ i ≤ r⟩ × µk, S∞ =:

{∞j | 1 ≤ j ≤ r + 1}) は, 以下の pairing の像 (の絶対値) であった:

r∧
Z

HomZ(O×
k ,R) ×

r∧
Z

O×
k → R,

( log | · |∞1 ∧ · · · ∧ log | · |∞r , ε1 ∧ · · · ∧ εr ) 7→ det(log |εi|∞j
)1≤i,j≤r.

この pairing を
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Z-加群, R-値, 単数群 O×
k ⇒ Z[G]-加群, C[G]-値, US,T

と置き換えると, 次の Z[G]-双線形な pairing を得る:∧r
Z[G] HomZ[G](US,T ,C[G]) ×

∧r
Z[G] US,T → C[G],

( φ1 ∧ · · · ∧ φr , ε1 ∧ · · · ∧ εr ) 7→ det(φj(εi))1≤i,j≤r.

ただし φ ∈ HomZ[G](US,T ,C[G]) への σ ∈ G の作用は (σφ)(u) := φ(σu) = σ(φ(u)) で定
める. Rubin の regulator map RW で単数と paring をとっている相手

[u 7→ −
∑
σ∈G

log |uσ−1 |wj
σ] ∈ HomZ[G](US,T ,C[G])

は (単数基準や Stark regulator の定義にも表れる) 対数的埋め込み

λS : US,T ↪→ US → CXS, u 7→
∑
w∈SK

log |u|ww

と K の各素点 wj に付随する準同型[
ϕwj

:
∑
w∈SK

nww 7→ nwj

]
∈ HomZ(XS,Z),

及び, 同一視

HomZ(XS,Z) ∼= HomZ[G](XS,Z[G]), ϕ 7→

[
ϕ̃ : x 7→

∑
σ∈G

ϕ(xσ
−1

)σ

]
,

を組み合わせた写像

(−1) · (idC ⊗ ϕ̃wj
) ◦ λS ∈ HomZ[G](US,T ,C[G])

であることが分かる.

“位数 r′ 成分” への idempotent eS,r′ を

(36) eS,r′ :=
∑

χ∈Ĝ, rS(χ)=r′

eχ ∈ Q[G]

で定める (eS,r′ ∈ Q[G] は ∀γ ∈ Aut(C), rS(χ) = rS(χ
γ) より従う). 仮定 (Hr)-4,5 より

rS(χ) ≥ r (∀χ ∈ Ĝ) だから r′ < r ⇒ eS,r′ = 0. さらに rS(χ) > r なら Θ
(r)
S,T (0) の eχ 成分

(≒ L
(r)
S (0, χ)) = 0 だから

(37) Θ
(r)
S,T (0) ∈ eS,rC[G]

が成り立つ. また単数定理より, C[G]-準同型写像 idC ⊗RW の制限は, 同型:

(38) idC ⊗RW : eS,r

C
r∧

Z[G]

US,T

 ∼= eS,rC[G]
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を導くことが分かる (補足 46) ので

εS,T,r := (idC ⊗RW )−1
(
Θ

(r)
S,T (0)

)
∈ eS,r

C
r∧

Z[G]

US,T


が定義される.

補足 46. 写像 idC ⊗ RW : C
∧r

Z[G] US,T → C[G] は C[G]-準同型なので, 各 eχ 成分の直和
になっている. すなわち

∃RW,χ ∈ HomeχC[G]

eχC r∧
Z[G]

US,T , eχC[G]

 s.t. idC ⊗RW =
⊕
χ∈Ĝ

RW,χ.

以下, r = rS(χ) (⇔ r = rS(χ)) として, 各成分 RW,χ を観察してみる. 補足 45 で観察し
たように, RW の値は pairing の像として書ける:

r∧
Z[G]

HomZ[G](US,T ,C[G]) ×
r∧

Z[G]

US,T → C[G],

( Φ1 ◦ λS ∧ · · · ∧ Φr ◦ λS , ε ) 7→ (−1)r ·RW (ε).

ただし [
Φi := idC ⊗ ϕ̃wi

:
∑
w∈SK

zww 7→
∑
σ∈G

zwσ
i
σ

]
∈ HomC[G](CXS,C[G])

とおいた. 各項に C⊗ して eχ 成分を見ると

(39)

r∧
C

HomC(eχCUS,C · eχ) ×
r∧
C

eχCUS → C · eχ,

( Φ1,χ ◦ λS ∧ · · · ∧ Φr,χ ◦ λS , ε ) 7→ (−1)r ·RW,χ(ε)

となる. ただし

eχC
r∧

Z[G]

US,T =
r∧

eχC[G]

eχCUS,T , CUS,T = CUS (∵ [US : US,T ] <∞), eχC[G] = C · eχ

を使った. なお C · eχ は χ の表現空間 V の反傾空間 V ∗ と C[G]-同型であり, 環として
は C と同型である. また写像 λS は, 実際は idC ⊗ λS の制限: eχCUS ∼= eχCXS を表し,

Φi,χ は Φi の eχ 成分:[
Φi,χ : eχ

(∑
w∈SK

zww

)
7→

(∑
σ∈G

χ(σ)zwσ
i

)
· eχ

]
∈ HomC(eχCXS,C · eχ)
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を表している. 次の可換図式を考えると, Stark regulator RS(χ, f) と Rubin の G-同変
regulator map RW の関係が分かる:

(40)

r∧
C

HomC(eχCXS,C · eχ) ×
r∧
C

eχCXS → C · eχ,

↑ ◦f ↓ f =

r∧
C

HomC(eχCUS,C · eχ) ×
r∧
C

eχCUS → C · eχ,

↑ ◦λS ↓ λS =

r∧
C

HomC(eχCXS,C · eχ) ×
r∧
C

eχCXS → C · eχ.

ただし idC ⊗ f , idC ⊗ λS の r 個の wedge 積を, それぞれ f , λS と略記した. 実際, Stark

regulator RS(χ, f) の定義 (:= det(λS ◦ f)V ) は次が可換であることを言っている:

(41)

r∧
C

eχCXS

RS(χ,f) 倍写像∼=
r∧
C

eχCXS

f ↓ λS −→
r∧
C

eχCUS.

ここで HomC[G](V
∗,CXS) = eχCXS を使った. また, r = rS(χ) = dimC eχCXS だから

{Φi,χ | 1 ≤ i ≤ r} はHomC(eχCXS,C · eχ) の C 上の基底となり, その双対基底は

eχ(wj − w0) ∈ eχCXS (1 ≤ j ≤ r)

となる. ただし S − {v1, v2, . . . , vr} ∋ v0 を一つ取り, その上の素点 w0 を一つ固定した.

つまり

(42) Φi,χ (eχ(wj − w0)) =

{
eχ i = j のとき,

0 i ̸= j のとき

が成り立つ. 式 (40)の左下に Φ1,χ∧· · ·∧Φr,χ,真ん中上に x := eχ(w1−w0)∧· · ·∧eχ(wr−w0)

を代入し, 式 (39,41,42) を使って可換図式を追っていくと

( RS(χ, f) · Φ1,χ ∧ · · · ∧ Φr,χ , x ) 7→ RS(χ, f) · eχ,
↑ ◦f ↓ f =

( Φ1,χ ◦ λS ∧ · · · ∧ Φr,χ ◦ λS , f(x) ) 7→ (−1)r ·RW,χ(f(x)) · eχ,
↑ ◦λS ↓ λS =

( Φ1,χ ∧ · · · ∧ Φr,χ , RS(χ, f) · x ) 7→ RS(χ, f) · eχ
が言える. よって

(43) RW,χ(f(eχ(w1 − w0)) ∧ · · · ∧ f(eχ(wr − w0))) = (−1)r ·RS(χ, f)

である. とくに写像 RW,χ は 一次元 C 線形空間
∧r

C eχCUS, C · eχ の間の線形写像だから,

RS(χ, f) ̸= 0 より同型写像であることも分かる. よってこれらの直和 (38) も同型写像.
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補題 47. 代数体の有限次アーベル拡大 K/k に対し, 以下の同値が成り立つ.

rS(χ) = r となる全ての指標 χ に対して Stark 予想が成立

⇔ 仮定 (Hr) のもとで εS,T,r ∈ eS,r

Q
r∧

Z[G]

US,T

.

練習問題 48. 補題 47 を示せ.

解答. 各記号の定義 (εS,T,r = (idC ⊗ RW )−1(Θ
(r)
S,T (0)), Θ

(r)
S,T (0) = δTΘ

(r)
S (0), δT ∈ Q[G]×,

eS,rQ
∧r

Z[G] US,T =
∧r
eS,rQ[G] eS,rQUS,T , QUS,T = QUS) より

εS,T,r ∈ eS,r

Q
r∧

Z[G]

US,T

 ⇔ (idC ⊗RW )−1(Θ
(r)
S (0)) ∈

r∧
eS,rQ[G]

eS,rQUS

と変形できる. つまり eS,rQ[G]-加群
∧r
eS,rQ[G] eS,rQUS の生成元 ε1 ∧ · · · ∧ εr に対し

⇔ Θ
(r)
S (0) ∈ eS,rQ[G] · (idC ⊗RW )(ε1 ∧ · · · ∧ εr) — (♯).

ここで, 上手く同型 f : QXS
∼= QUS と元 εi ∈ eS,rQUS を選べば

(idC ⊗RW )(ε1 ∧ · · · ∧ εr) =
∑

χ∈Ĝ, rS(χ)=r

RS(χ, f)eχ

となる (素点 w0 ∈ SK で v1, v2, . . . , vr の上にないものを固定し εi := −eS,rf(wi −w0) と
おけばよい. 補足 46, 式 (43) 参照). 一方で

Θ
(r)
S (0) =

∑
χ∈Ĝ, rS(χ)=r

CS(χ)eχ

だから, 結局
(♯) ⇔

∑
χ∈Ĝ, rS(χ)=r

AS(χ, f)eχ ∈ eS,rQ[G] — (♭)

が言える. さらに

∑
χ∈Ĝ, rS(χ)=r

AS(χ, f)eχ =
∑
σ∈G

 ∑
χ∈Ĝ, rS(χ)=r

AS(χ, f)
χ(σ)

|G|

σ,

rS(χ) = rS(χ
γ) (∀γ ∈ Aut(C))

に注意すれば

(♭) ⇔
∑

χ∈Ĝ, rS(χ)=r

AS(χ, f)χ(σ) ∈ Q (∀σ ∈ G)

⇔ AS(χ, f)
γ = AS(χ

γ, f) (∀γ ∈ Aut(C), ∀χ ∈ Ĝ with rS(χ) = r)

と変形できる.
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10 Rubin’s integral refinement.

Rubin は Stark 予想 (
補題 47⇔ εS,T,r ∈ eS,r

(
Q
∧r

Z[G] US,T

)
) を精密化し, εS,T,r が含まれる

格子 ΛS,T,r ⊂ eS,r

(
Q
∧r

Z[G] US,T

)
を以下のように予想した (Popescu [BPSS] の表記に従っ

た. これはオリジナルの定義 [Ru] を [Ru, COROLLARY 1.3] を使って言い換えたもの).

定義 49. U∗
S,T := HomZ[G](US,T ,Z[G]) とおく. 各 Φ := (ϕ1, . . . , ϕr−1) ∈ (U∗

S,T )
r−1 に対し

て Q[G]-準同型 Φ̃ を

Φ̃ : Q
r∧

Z[G]

US,T → QUS,T , u1 ∧ · · · ∧ ur 7→
r∑

k=1

(−1)k det (ϕi(uj))j ̸=k uk

で定める. ただし行列式のサイズは r− 1 で, i は 1 ≤ i ≤ r− 1 を, j は 1 ≤ j ≤ r, j ̸= k

を動く. このとき Rubin’s lattice ΛS,T,r を

ΛS,T,r :=

ε ∈ eS,r

Q
r∧

Z[G]

US,T

 | Φ̃(ε) ∈ US,T (∀Φ ∈ (U∗
S,T )

r−1)


で定める.

次の予想が Rubin’s integral refinement for the abelian Stark conjecture で
ある.

予想 50 (予想 RS(K/k,S,T, r)). 仮定 (Hr) のもとで εS,T,r ∈ ΛS,T,r.

注意 51. 以下が成り立つ:

• (
∧r

Z[G] US,T ) ∩ eS,r(Q
∧r

Z[G] US,T ) ⊂ ΛS,T,r ⊂ (Z[ 1
|G| ]
∧r

Z[G] US,T ) ∩ eS,r(Q
∧r

Z[G] US,T )

([Ru, PROPOSITION 1.2]).

• 予想 RS(K/k, S, T, r) の成立は, G-同変 regulator map RW の定義中の W の取り
方にはよらない ([BPSS, Popescu の解説, §2.1, REMARK 2]).

• T ⊂ T ′ のとき, 予想 RS(K/k, S, T, r) ⇒ 予想 RS(K/k, S, T ′, r) ([Po, PROPOSI-

TION 5.3.1]).

• K/k の中間体 F に対し, 予想 RS(K/k, S, T, 1) ⇒ 予想 RS(K/F, SF , TF , [F : k])

([BPSS, Popescu の解説, Theorem 2.3.2 の下での議論]).

• r = 0, 1 の場合は

ΛS,T,r =

{
Z[G] ∩ eS,0Q[G] r = 0 のとき,

US,T ∩ eS,1QUS,T r = 1 のとき

である. とくに以下が従う.
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– r = 0 の場合は Deligne-Ribet の結果: ΘS,T (0) ∈ Z[G] より (ΘS,T (0) が eS,0 成
分に入るのは自動的なので) 予想 RS(K/k, S, T, 0) が成立.

– K/k が代数体のアーベル拡大かつ r = 1 の場合は以下の同値が成り立つ ([Ru,

PROPOSITION 2.5]).

予想 RS(K/k, S, T, 1) が (仮定 (H1) を満たす) 任意の T で成立
⇔ 予想 St(K/k, S) が成立.

注意 52. 同値 RS(K/k, S, T, 1) (∀T ) ⇔ St(K/k, S) を示すには

“仮定 (H1) を満たす任意の T” ⇔ “K(ε
1

eK )/k がアーベル拡大”

“εS,T,r ∈ ΛS,T,r = US,T ∩ eS,1QUS,T” ⇔ “ε ∈ US”

の対応が問題になる. これらは等式 Θ
(1)
S,T (0) = δTΘ

(1)
S (0) と次の補題から導かれる. この

補題の証明は, 本報告集の三浦氏の解説で与えられる.

補題 53 (Tate). 大域体の有限次アーベル拡大 K/k と k の素点からなる有限集合 S が仮定
(H0)-1を満たしているとする. α ∈ K× に対し supp(α) := {kの有限素点 p | ordpNK/kα >

0} とおく. α ∈ K× に関して次の 1,2 は同値である.

1. K(α
1

eK )/k はアーベル拡大.

2. 仮定 (H0) 及び T ∩ supp(α) = ∅ を満たす任意の T に対し

∃αT ∈ K× s.t. αδT = αeKT , αT ≡ 1 mod TK .

11 関連する予想.

大域体 k,K が代数体の場合, 以下の場合に予想 RS(K/k, S, T, r) が示されている.

• [K : k] = 2 のとき (∵ k の類数公式と K の類数公式より. [Ru, THEOREM 3.5]).

• r = 1 で, 同値な予想 St(K/k, S) が成立しているとき.

• S = {v1, v2, . . . , vr+1} で, すべての vi が K/k で完全分解しているとする. このと
き ords=0LS(s, χ) > r (∀χ ∈ Ĝ, ̸= 1G) なので

Θ
(r)
S,T (0) = δTΘ

(r)
S (0) = δTCS(1G) · e1G

である. このとき類数公式より

Θ
(r)
S,T (0) = −|Ak,S,T |Rk,S,T · e1G

が得られる. ただし (S, T )-modified イデアル類群を

Ak,S,T :=
{Ok,S の分数イデアル a | (a, T ) = 1}

{Ok,S の単項イデアル (x) | x ≡ 1 mod T}
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で定め, Uk,S,T の (自由 Z-加群としての) 生成元 {u1, u2, . . . , ur} を使って (S, T )-

modified 単数基準を
Rk,S,T := | det(log |ui|vj)1≤i,j≤r|

とおいた. よってこの場合

εS,T,r = ±|Ak,S,T |
|G|r

u1 ∧ u2 ∧ · · · ∧ ur

となり,予想 RS(K/k, S, T, r)が成立する (±はW の選び方次第). 詳しくは [BPSS,

Popescu の解説, §2.1, REMARK 2], または [Ru, PROPOSITION 3.1] 参照.

上記以外の結果は, S に含まれ, 完全分解する素点が全て有限素点での場合 (がほとん
ど) である. さらに r = 1 の場合, 前段階として以下の議論が重要になる. 大まかに言うと

(44)

r = 1, v1 <∞ の場合の予想 RS

⇕
Strong Brumer-Stark “予想” SBrSt ⇒ Brumer-Stark 予想 BrSt

⇓
Strong Brumer “予想” ⇒ Brumer 予想 Br.

という図式が成り立つので, Strong Brumer-Stark “予想” や Strong Brumer “予想” を部
分的に示すことにより, 対応する結果が得られる. 以下, 各予想の定式を載せるが, より詳
しい内容は三浦氏の解説を参照.

予想 54 (Brumer 予想 Br(K/k, S)). 仮定 (H0)-1 のもとで

AnnZ[G](µK)ΘS(0) ⊂

{
AnnZ[G](AK) k の標数が 0 のとき,

AnnZ[G](Pic
0(K)) k の標数が p > 0 のとき.

ただし AK は OK のイデアル類群で, Pic0(K) は deg 0 の Picard 群 := {K の divisor∑
w nww |

∑
w nw = 0}/{div(α) :=

∑
w(ordwα)w | α ∈ K×} である.

定義 55.

K×
S,0 := K̃× ∩ eS,0QK×

とおく. ただし自然な写像 K× → QK× の像を K̃× とおいた.

予想 56 (Brumer-Stark 予想 BrSt(K/k, S)). 仮定 (H0)-1 のもとで

• 標数 0 の場合. 任意の分数イデアル I ⊂ K に対し, ただ一つ αI ∈ K×
S,0 が存在して

eKΘS(0)I = (αI), K(α
1

eK
I )/k はアーベル拡大

を満たす.
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• 標数 p > 0の場合. 任意の K の divisor D ̸= 0に対し,ただ一つ αD ∈ K×
S,0, mD ∈ Z

が存在して

eKΘS(0)D = div(αD) +mD

∑
w∈SK

w, K(α
1

eK
D )/k はアーベル拡大

を満たす.

注意 57. 標数 p > 0 の場合には Brumer-Stark 予想 BrSt(K/k, S) の成立が示されている
(Deligne-Tate, Hayes).

予想 58 (予想 BrSt(K/k, S, T )). 仮定 (H0) のもとで

• 標数 0 の場合. 任意の分数イデアル I ⊂ K で (I, TK) = 1 となるものに対し, ただ
一つ αI,T ∈ K×

S,0 が存在して

ΘS,T (0)I = (αI,T ), αI,T ≡ 1 mod TK

を満たす.

• 標数 p > 0 の場合. 任意の K の divisor D ̸= 0 で (D,TK) = 1 となるものに対し,

ただ一つ αD,T ∈ K×
S,0, mD ∈ Z が存在して

ΘS,T (0)D = div(αD,T ) +mD

∑
w∈SK

w, αD,T ≡ 1 mod TK

を満たす.

“図式” (44) の右半分は次の補題としてまとめられる. 証明は三浦氏の解説参照.

補題 59. 大域体のアーベル拡大 K/k と k の素点からなる有限集合 S0 で, 組 (K/k, S0)

が仮定 (H0)-1 を満たすものを固定する. また v は K/k で完全分解する k の有限素点, T

は k の素点からなる有限集合とする. このとき以下が成り立つ.

予想 RS(K/k, S0 ∪ {v}, T, 1) が成立 (∀v, T )
⇔ 予想 BrSt(K/k, S0, T ) が成立 (∀T )

⇔ 予想 BrSt(K/k, S0) が成立
⇒ 予想 Br(K/k, S0) が成立

定義 60 (Strong Brumer-Stark “予想”). AK,S,T :=
{OK,S の分数イデアル a|(a,TK)=1}

{OK,S の単項イデアル (x)|x≡1 mod TK} に対し

命題 SBrSt(K/k, S, T ): 仮定 (H0) のもとで ΘS,T (0) ∈ (Z[G] ∩ eS,0Q[G]) · FitZ[G](AK,S,T ).

AS,T の Z[G]-加群としての表現 (完全系列)

Z[G]m A→ Z[G]n → AS,T → 0
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を考えたとき (m ≥ n, A ∈Mm×n(Z[G])),

FitZ[G](AS,T ) := ⟨A の n 次小行列式 ⟩Z[G]

である. よって
FitZ[G](AS,T ) ⊂ AnnZ[G](AS,T )

が成り立つ. この事実を使って

命題 SBrSt(K/k, S, T ) が成立 ⇒ 予想 BrSt(K/k, S, T ) が成立

が示される. 命題 SBrSt(K/k, S, T ) を示すことで予想 BS(K/k, S) を導いた結果がい
くつかあるが, 命題 SBrSt(K/k, S, T ) には反例があることも知られている (栗原, 三浦,

Greither, Popescu, etc).
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