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概 要

本稿は Brumer-Stark予想の surveyである．第 1節では Brumer-Stark予想を定式化し，いくつかの
同値な言い換えを与える．これによって Brumer-Stark予想が 1次元の Rubin-Stark予想と同値であるこ
とが，従って階数 1の abelian Stark予想 (加塩氏の稿で St(K/k, S, p, P)) と同値であることが示される．
別の同値な言い換えを用いると，Brumer-Stark予想を多くの場合に同変岩澤主予想に帰着することができ
る．第 2節では Greither-Popescuの最近の論文 [11]に従って，同変岩澤主予想の定式化とその証明を紹
介する．

1 Brumer-Stark予想

この節ではいくつかの準備の後, Brumer予想と Brumer-Stark予想を定式化する．さらに，Brumer-Stark

予想が，Stickelberger元によるある ray class groupの族の annihilationと同値であること，さらに一次元の

Rubin-Stark予想と同値であることを示す. その後，Brumer-Stark予想の強い版を定式化し，これに関して

知られている結果及び Greither-Popescuによって得られた最近の結果を紹介する．

1.1 予想の定式化

記号と設定

k : 総実代数体

K : k上アーベルな CM体

G := Gal(K/k) : K/kの Galois群

j ∈ G : 複素共役写像

µ(K) : K に属する 1のベキ根のなす群

e := |µ(K)|
EK := O×K (K の単数群)

ClK：K のイデアル類群

S∞ を k の無限素点の集合, Sram(K/k)を K で分岐する k の有限素点の集合とし，S を k の素点の有限

集合で S∞ ∪ Sram(K/k)を含むものとする. また，S に含まれる有限素点のなす集合を Sf と書く．この時,

C[G]に値を持つ G-同変な S-imprimitive L-関数を次のように定義する.

ΘK/k,S(s) :=
∑
χ∈Ĝ

Lk, S(s, χ
−1)eχ =

∑
σ∈G

ζk, S(s, σ)σ
−1.

ここで, Lk, S(s, χ)は Sに属する素点以外の Euler因子の積によって定義される k上の L-関数であり, eχは
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Gの指標 χに対応する idempotentである. また ζk, S(s, σ)は

ζk, S(s, σ) :=
∑

(
K/k
a

)=σ

(a, S)=1

1

Nas

で定義される部分ゼータ関数である (aは kの整イデアル，(K/k· )はアルティン記号である). Siegel-Klingen

の結果より，ΘK/k,S(s)は s = 0で Q係数の G上の群環に値を持つことが分かる．そこで，

θK/k, S := ΘK/k, S(0) ∈ Q[G]

とおき，これをK/kの S-imprimitive Stickelberger元と呼ぶ．Sが最小，つまり S = S∞ ∪Sram(K/k)の時

は単に θK/k と書き，原始的 Stickelberger元と呼ぶ．定義より Stickelberger元は，次の性質を満たす Q[G]

の元として一意に特徴付けられる; 任意の (奇)指標 χ ∈ Ĝに対して，

χ(θK/k, S) = Lk, S(0, χ
−1) =

∏
v∈Sf\Sram(Kχ/k)

(1− χ−1(Frobv))Lk(0, χ
−1).

ここでKχはKer(χ)に対応するKの部分体，Lk(s, χ) := Lk, Sram(Kχ/k)(s, χ)は χに対応する (原始的な)L-

関数である．この特徴づけより次の Lemmaが直ちに従う．

Lemma 1.1. 中間体 k ⊂ E ⊂ K に対して cK/E : Z[Gal(K/k)] −→ Z[Gal(E/k)] を制限写像から誘導され

る群環の間の写像とする．この時，

cK/k(θK/k, S) = θE/k, S =
∏

v∈Sf\Sram(E/k)

(1− Frob−1v )θE/k

が成り立つ．

Stickelberger元は一般にQ係数の群環の元であるが，次の定理が示すように適当なイデアルを掛けること
によって Z係数の群環に含まれるようにすることができる．

Theorem 1.2 (Deligne-Ribet [3]).

AnnZ[G](µ(K))θK/k, S ⊂ Z[G].

こうしてAnnZ[G](µ(K))θK/k, S の任意の元はK のイデアル類に作用できるが，この作用によってK の任

意のイデアル類が単項イデアルになるであろうというのが Bruemr予想である．

Conjecture 1.3 (Brumer予想，Br(K/k, S)).

AnnZ[G](µ(K))θK/k, S ⊂ AnnZ[G](ClK).

Brumer 予想は k = Q の場合は Stickelberger の定理として知られている古典的結果である ([30] 参照).

Stickelbergerの定理はGauss和の素イデアル分解を用いて証明される. 特に，Stickelberger元によって単項

化された分数イデアルの生成元もGauss和によって具体的に記述することができ，単項化された分数イデア

ルの生成元の e = #µ(K)乗根をK に添加した体もまた円分体に含まれることが確かめられる．詳細は [32]

や [6]を参照されたい．

基礎体が一般の総実代数体の場合も，この文脈に沿って Brumer予想の精密化が定式化されている．
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Conjecture 1.4 (Brumer-Stark予想，BrSt(K/k,S)). K の任意の分数イデアル aに対して，次の 3条件

を満たす α ∈ K× が存在する．

(1) aeθK/k, S = (α).

(2) K(α
1
e )/kはアーベル拡大．

(3) α · j(α) = 1.

Remark 1.5. 条件 (1)は Brumer予想よりも弱い形の主張であるが，条件 (2)の同値な言い換えと組み合わ

せることで Brumer予想を導くことができる (Proposition 1.13の証明 参照)．Kummer理論よりK(α
1
e )/K

はアーベル拡大であるが，条件 (2)は K(α
1
e )/k がアーベル拡大であることを主張しており，類体の構成問

題に部分的な解答を与えるものである．条件 (3)を満たす αは anti-unitと呼ばれ，このような αは µ(K)

の曖昧さを許し一意に決まる．S′ ⊃ S の時 Br(K/k, S) (resp. BrSt(K/k, S, T )) は Br(K/k, S′) (resp.

BrSt(K/k, S′, T )) を導く．従って S が最小，すなわち S = S∞ ∪ Sram(K/k) に対する Brumer 予想や

Brumer-Stark予想が最も強い場合である．

Proposition 1.6 (Tate [31]，Dasgupta [1]). K の単項イデアル a = (α)に対して BrSt(K/k, S)は正しい．

この Propositionにより，BrSt(K/k, S)を証明するためにはK の各イデアル類 C に対して，少なくとも
一つの分数イデアル a ∈ C が BrSt(K/k, S)を満たすことを示せば十分である．

次に述べるLemma 1.7はアーベル拡大の特徴づけを与えるもので，このLemma 1.7によってBrumer-Stark

予想の別の定式化が得られ，また一次元 Rubin-Stark予想との同値性を示すことができる．その準備として

Sとは異なる新しい素点の集合を用意する．T を kの素点の有限集合とする. kの素点の有限集合の組 (S, T )

が仮定 (H0)を満たすとは次の 3条件が成り立つことをいう.

仮定 (H0)

1. S は S∞ ∪ Sram(K/k)を含む．

2. S ∩ T = ∅.

3. ETK ∩ µ(K)={1}

ただし，ETK := {x ∈ EK |x ≡ 1 (modw) for all w ∈ TK}，TK は T の素点の上にあるK の素点のなす

集合である．

Lemma 1.7 (Tate [31]). α ∈ K× に対して，

supp(α) := {v : primes in k such that v(NK/k(α)) = 0}

とおく．仮定 (H0)-1を満たす素点の集合 S を一つ固定する．α ∈ K× に対して次は同値である．

(1) K(α
1
e )/kはアーベル拡大である．

(2) 仮定 (H0)と T ∩ supp(α) = ∅満たす任意の T に対して，次の条件を満たす αT ∈ K× が存在する．

αδT = αeT , αT ≡ 1 mod TK .
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ここで，δT :=
∏
v∈T δv :=

∏
v∈T

(
1− ϕ−1v Nv

)
であり，ϕvはG = Gal(K/k)における vの Frobenius，

Nvは vの絶対ノルムである．また，“mod TK”は “mod w for all w in TK” を意味する．

Proof . η = α
1
e とおく．

(1) ⇒ (2)であること：Gal(K(η)/k)への ϕv の延長を一つ固定し，αT := ηδT ∈ K(η)とおく．任意の

τ ∈ Gal(K(η)/k)に対して，ητ−1 ∈ µ(K)かつ
(
ητ−1

)δT ≡ 1 mod TK であるから，
(
ητ−1

)δT
= 1である．

ゆえに ατ−1T = 1，従って αT ∈ K× を得る．αT の定義より，残りの 2条件が成り立つこともすぐに確かめ

られる．

(2) ⇒ (1)であること：まずK(η)/kが Galois拡大であることを示す．任意の τ ∈ Gal(k/k)を固定する．

Chebotarevの密度定理より，次の条件を満たすような kの素点 vが存在する．

(1.1) τ |K = ϕv, Nv > e, v ̸∈ supp(α)

二つ目の条件より (S, {v})は仮定 (H0)を満たすので，ある αv ∈ K× が存在して，

(1.2) αv ≡ 1 (mod v), αev = αδv

を満たす．従って，

(ητ )e = ατ |K = αϕv = (αδv )ϕv · αNv = (αev)
ϕv · ηeNv =

(
αϕv
v · ηNv

)e
ゆえに，ある ζ ∈ µ(K) (ζe = 1)を用いて，

(1.3) ητ = αϕv
v · ηNv · ζ

と書くことができる．ゆえに ητ ∈ K(η)を得る．

次に K(η)/k がアーベル拡大であることを示す．τ, τ ′ ∈ Gal(K(η)/k)に対して，上で述べた (1.1)と同

様の条件を満たす k の素点 v, v′ が存在する．従って，上の (1.2)と同様の条件を満たす αv, αv′ ∈ K× が

存在する．(α
δv′
v )e = αδvδv′ = (αδvv′ )

e より，ある ζ ∈ µ(K)を用いて α
δv′
v = αδvv′ ζ と書くことができるが，

α
δv′
v ≡ αδvv′ ≡ 1 (mod v) であるから ζ = 1，すなわち α

δv′
v = αδvv′ を得る．この式と (1.3)を用いて

η(τ−Nv)(τ
′−Nv′) = (αδv′

v )ϕvϕv′ = (αδvv′ )
ϕvϕv′ = η(τ

′−Nv′)(τ−Nv)

が従うので，ττ ′ = τ ′τ を得る．

仮定 (H0)を満たす素点の集合 (S, T )に対して T -modified S-imprimitive L-関数を次のように定義する.

ΘK/k, S, T (s) :=
∏
v∈T

(
1− ϕ−1v Nv1−s

)
ΘK/k, S(s)

また，

θK/k, S, T := ΘK/k, S, T (0) ∈ Z[G]

と定義し，K/k の T -modified S-imprimitive Stickelberger 元と呼ぶ (δT ∈ AnnZ[G](µ(K)) であるから，

θK/k, S, T ∈ Z[G]である).

次に，Brumer-Stark予想の “T -modified”版 BrSt(K/k,S,T ) を定義し BrSt(K/k,S)との同値性を示す．

Conjecture 1.8 (BrSt(K/k,S,T )). TK に含まれる素点と互いに素であるようなK の任意の分数イデアル
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aに対して，次を満たすような anti-unit αT ∈ (K×)S, 0 が存在する；

(1.4) aθK/k, S, T = (αT ), αT ≡ 1 (mod TK).

ただし (K×)S, 0 := {x ∈ K× | eS, 0x = x in K× ⊗Q}である (eS, 0 については次の Remark参照)．

Remark 1.9. (1). rS(χ) := ords=0Lk, S(s, χ) = #{v ∈ S |Gv ⊂ Ker(χ)}であり，eS, r =
∑
rS(χ)=r eχ ∈

Q[G]であった (加塩氏の稿参照)．Stickelberger元の定義より eS, 0θK/k, S = θK/k, S，eS, 0θK/k, S, T = θK/k, S, T

が従う．rS(χ) = 0を満たす指標 χは奇指標であるから (1 + j)eS, 0 = 0，(1 + j)θK/k, S = 0である．

(2). 次の形の単項イデアル a = (α) (α ∈ K×, α ≡ 1 mod TK)に対しては，BrSt(K/k, S, T )が正しいこ

とが (1)より直ちに確かめられる．

(3). ClTK をmodulus
∏
w∈TK

wに対応するK の ray class groupとするとき，

BrSt(K/k, S, T ) =⇒ θK/k, S, T ∈ AnnZ[G](Cl
T
K)

が成り立つ．(2)より逆向きの矢印も成り立ちそうであるが，αT ∈ (K×)S, 0 を示すには，一般には 2-part

を無視する，つまり群環 Z[ 12 ][G]上で考える必要がある (Proposition 1.18 参照)．

BrSt(K/k, S)と BrSt(K/k, S, T )の同値性を示すのに，一次元 Rubin-Stark予想を考えると都合が良い．

そこで一次元の場合のみを簡単に復習しておく．v ̸∈ S をK/kで完全分解する kの素点とし Sv = S ∪ {v}
とおく (加塩氏の稿も参照)．vの上にあるK の素点 wを一つ固定し，regulator mapを次で定義する

Rw : K× −→ C[G] ; x 7−→ −
∑
σ∈G

log |x|σwσ.

ここで | · |σw = Nv−ordσw(·) である．定義より Rw は wの取り方に依らないことが分かる．

EK,Sv
:= O×K,Sv

(K の Sv-単数群)とし，ETK, Sv
:= {x ∈ EK,Sv

|x ≡ 1 mod TK} とおく．一次元 Rubin-

Stark予想は次のように述べられる．

Conjecture 1.10 (RS(K/k, Sv, T, 1)). (Sv, T )は仮定 (H0)を満たすとする．ある ε = εSv, T ∈ (ETK, Sv
)Sv, 1 :=

{x ∈ ETK, Sv
| eSv, 1x = x in ETK, Sv

⊗Q}が存在して，

(1.5) Rw(ε) = Θ
(1)
K/k, Sv, T

(0)

(
:= lim

s→0

ΘK/k, Sv, T (s)

s

)
が成り立つ．

Remark 1.11. (1).上の式 (1.5)の両辺は，

Rw(ε) = logNv ·
∑
σ

ordσw(ε)σ

Θ
(1)
K/k, Sv, T

(0) = lim
s→0

1−Nv−s

s
ΘK/k, S, T (s) = logNv · θK/k, S, T

と計算できる．よって，

(1.5) ⇐⇒
∑
σ∈G

ordσw(ε)σ = θK/k, S, T .
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(2). eSv, 1 = eS, 0 より (ETK, Sv
)Sv, 1 = (ETK, Sv

)S, 0 である．さらに (ETK, Sv
)S, 0 の元は {v}-単数であ

ることが次のように確かめられる．ε ∈ (ETK, Sv
)S, 0 の生成する単項イデアルの素イデアル分解を (ε) =∏

w | v w
nw

∏
w∈SK, f

wnw と書く．eS, 0ε = εであるから，w ∈ SK, f に対して eS, 0w = (1) = OK であるこ

とを示せばよい．rS(χ) = 0であることは，すべての w ∈ SK, f に対してGw ̸⊂ Ker(χ)であることと同値で

あった．従ってそのような χに対して，指標の直交性より eχw =
∏
σ∈G/Gw

(σ−1w)
χ(σ)
#G

∑
τ∈Gw

χ(τ) = (1)．

Lemma 1.12. (Sv, T )は仮定 (H0)を満たすとする．この時，上で定義した Rw : (ETK, Sv
)S, 0 −→ C[G]は

単射である．

Proof . ε ∈ (ETK, Sv
)S, 0 が Rw(ε) = 0を満たすとする．ordw(ε) = 0 (∀w | v)であり，εは {v}-単数である

から (Remark 1.11 (2))，ε ∈ EK である．さらに ε = eS, 0εより (1 + j)ε = 1，従って ε ∈ µ(K) である．

ε ∈ ETK, Sv
∩ µ(K)より ε = 1である．

Proposition 1.13. kの素点の有限集合 S をこれまでと同じように取り固定する．

T(H0)(S) := {T : kの素点の有限集合で (S, T )は仮定 (H0)を満たす．}

とおく．このとき次の３つは同値である．

(1) BrSt(K/k, S)が成り立つ．

(2) BrSt(K/k, S, T )が任意の T ∈ T(H0)(S)に対して成り立つ．

(3) RS(K/k, Sv, T, 1)がK/kで完全分解する任意の v ̸∈ S と，任意の T ∈ T(H0)(Sv)に対して成り立つ．

Proof . (1) ⇒ (2)であること：T ∈ T(H0)(S)と，TKの素点と互いに素なKの分数イデアル aを任意に選ぶ．

(1)より aeθK/k, S = (α)かつK(α
1
e )/kがアーベル拡大となるような α ∈ K× が存在する．T ∩ supp(α) = ∅

であることに注して Lemma 1.7より，ある αT ∈ K× が存在して，αδT = αeT かつ αT ≡ 1 (mod TK)を満

たす．ゆえに，aeθK/k, S, T = (αδT ) = (αT )
e，従って，aθK/k, S, T = (αT )を得る．

α(1+j) = 1より α
e(1+j)
T = 1，従って α1+j

T ∈ µ(K)であるが，α1+j
T ≡ 1 (mod TK)より α1+j

T = 1．従って

αT は anti-unitである．

自然数mをmeS, 0 ∈ Z[G]となるように取る．αm(eS, 0−1)
T ∈ (ETK)− = {1}より α

eS, 0−1
T = 1 in K× ⊗Q，

すなわち αT ∈ (K×)S, 0 である．

(2) ⇒ (3)であること：K/kで完全分解する kの素点 v ̸∈ S と vの上にあるK の素点 w，T ∈ T(H0)(Sv)

を任意に選ぶ．(2)より，ある αT ∈ (K×)S, 0が存在して，wθK/k, S, T = (αT )かつ αT ≡ 1 (mod TK)を満た

す．よって αT は {v}-単数，特に Sv-単数である．さらに eS, 0 = eSv, 1より αT ∈ (ETK, Sv
)Sv, 1であることが

分かる．αT は {v}-単数であるから，w
∑

σ∈G ordσw(αT )σ = (αT ) = wθK/k, S, T であり，vは完全分解する素点

であるから，
∑
σ∈G ordσw(αT )σ = θK/k, S, T を得る．これは Remark 1.11 (1)より RS(K/k, Sv, T, 1)に他

ならない．

(3) ⇒ (1)であること：K の任意のイデアル類に対して，代表元としてK/kで完全分解する wを選ぶ (i.e.

wはK の素点で，wの下にある kの素点 vはK/kで完全分解する)．(3)より任意の T ∈ T(H0)(Sv)に対し

て，ある εT ∈ (ETK, Sv
)Sv, 1が存在し，θK/k, S, T =

∑
σ∈G ordσw(εT )σ が成り立つ．δT は AnnZ[G](µ(K))を

生成するから（Lemma 1.1, Chapt. IV in [31]），仮定 (H0)を満たす T の集合 Tを次の式を満たすように
とる；e =

∑
T∈T xT δT , xT ∈ Z[G]. そこで，α :=

∏
T∈T ε

xT

T とおくと，これが BrSt(K/k, S)で主張されて

いる αである．実際，Remark 1.11 (2)より各 εT が {v}-単数であることに注意すると，

(1.6) weθK/k, S = w
∑

T∈T xT θK/k, S, T =
∏
T∈T

(εT )
xT = (α).
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(αδT ) = weθK/k, S, T = (εeT )より αδT = uεeT (u ∈ EK)と書くことが出来る．明らかに u ∈ (ETK, Sv
)Sv, 1 でも

あり，Rw(u) = 0であるから Lemma 1.12より u = 1である．従って αδT = εeT．ゆえに Lemma 1.7より

K(α
1
e )/kはアーベル拡大である．上式 (1.6)より α1+j ∈ EK であるが，今行った議論と同様にして α1+j = 1

であることが分かる．

各素数 pごとに Br(K/k, S)や BrSt(K/k, S)，BrSt(K/k, S, T )の “p-part”を考えることができる．以

下，ClK{p}でイデアル類群の p-Sylow群を表し，ClK ⊗Zpと同一視する．さらにこれらを Zp[G]-加群とみ
なす．Theorem 1.2より

AnnZp[G](µp∞(K))θK/k, S ⊂ Zp[G]

が成り立つ．ここで µp∞(K)はK に含まれる 1の p-ベキ乗根である．

Conjecture 1.14 (Brp(K/k, S)).

AnnZp[G](µp∞(K))θK/k, S ⊂ AnnZp[G](ClK ⊗ Zp).

Conjecture 1.15 (BrStp(K/k, S)). aを K の分数イデアルで ClK における類が ClK{p}に属するものと
する．このとき次の 3条件を満たす α ∈ K× が存在する．

(1) aeθK/k, S = (α)

(2) K(α
1
ep )/kはアーベル拡大 (ただし ep := |µp∞(K)|).

(3) α · j(α) = 1.

Conjecture 1.16 (BrStp(K/k, S, T )). aを TK に含まれる素点と互いに素な K の分数イデアルで，ClTK

における類が ClTK{p}に属するものとする．次を満たすような anti-unit αT ∈ (K×)S, 0 が存在する；

aθK/k, S, T = (αT ), αT ≡ 1 (mod TK).

次の命題は直ちに確かめられる．

Proposition 1.17. Br(K/k, S) (resp. BrSt(K/k, S), BrSt(K/k, S, T )) が成り立つことは，任意の素数 p

に対して Brp(K/k, S) (resp. BrStp(K/k, S), BrStp(K/k, S, T )) が成り立つことと同値である．

Z′ := Z[ 12 ]とし，任意の Z-加群M に対してM ′ = M ⊗ Z′ と置く．M を Z[G]-加群とするとき，M ′ は
Z′[G]-加群として次のように分解する．

M ′ ≃M ′+ ⊕M ′−.

ここでM ′± は複素共役 j ∈ Gの固有値 ±1に対応する固有空間である．すなわちM ′± = {x ∈ M ′ | j(x) =
±x}．また，上の同型はM ′ ∋ x 7→ ( 1+j2 x, 1−j

2 x) ∈M ′+⊕M ′− で与えられる．以後 x+ = 1+j
2 x, x− = 1−j

2 x

と記す．

Proposition 1.18. BrStp(K/k, S, T )がすべての p ̸= 2に対して成り立つことを BrStZ′(K/k, S, T )と記

す．次の 4条件は同値である．

7



(1) BrStZ′(K/k, S, T ).

(2) θK/k, S, T ∈ AnnZ′[G]((Cl
T
K)′).

(3) θ−K/k, S, T ∈ AnnZ′[G]−((Cl
T
K)′−).

(4) 任意の素数 p ̸= 2に対して θ−K/k, S, T ∈ AnnZp[G]−(Cl
T
K{p}−).

Proof . θ+K/k, S, T = 0, θ−K/k, S, T = θK/k, S, T より (2), (3)の同値性は明らかである．また (3), (4)の同値

性も直ちに従う．そこで (1), (2)の同値性のみを示す．(1) ⇒ (2)であることは明らかである．(2)を仮定す

る．C ∈ (ClTK)′ を任意の類とする．Remark 1.9 (2)より，少なくとも一つのK の分数イデアル a ∈ C に対
して BrStZ′(K/k, S, T )が成り立つことを示せばよい．TK と互いに素なK の分数イデアル b を b2 = a in

(ClTK)′ となるように取る．ある β ∈ K×, β ≡ 1 (mod TK)に対して b2(β) = aと書くことができる．仮定

より αT ∈ K× が存在して bθK/k S, T = (αT ), αT ≡ 1 (mod TK)を満たす．この両辺に 1 − j を作用させて

aθK/k, S, T = (βθK/k S, Tα1−j
T )を得る．さらに両辺に eS, 0を作用させて，α

(1−j)eS, 0

T = uα1−j
T , u ∈ EK を得る

が，u1+j = 1かつ u ≡ 1 (mod TK)より u = 1である．従って，βθK/k S, Tα1−j
T ∈ (K×)S, 0 である．

1.2 FittingイデアルとBrumer-Stark予想の強い版

現在BrSt(K/k, S)に関して知られている結果の多くはイデアル類群の annihilatorを調べるのではなく，岩

澤主予想を経由しイデアル類群のFittingイデアルを調べるという手法によるものである．この節ではFitting

イデアルを定義し，Brumer-Stark予想の強い版を定式化する (岩澤理論を用いない結果としては [K : k] = 2

の場合のTate [31]による結果や，G = Gal(K/k) ≃ (Z/2Z)⊕mかつK/kが tameな拡大の場合の Sands [28]

による結果，G = Gal(K/k) ≃ Z/2pZでいくつかの条件を仮定した場合の Greither-Roblot-Tangedal [12]

による結果等が知られている)．

Rを任意の (単位的)可換環とし，M を次のような有限表示をもつ R-加群とする；

Rm
A−→ Rn −→ 0.

このとき，M のR上の (initial) Fittingイデアル FittR(M)は，行列Aの n× n次小行列式全体によって生

成される Rのイデアルとして定義される；

FittR(M) := ⟨{Aの n× n小行列式 } ⟩R ⊂ R.

次の性質は Fittingイデアルの基本的性質である ([25]参照)．

• FittR(M) ⊂ AnnR(M).

• M ↠M ′ を全射 R-準同型とするとき FittR(M) ⊂ FittR(M
′),

• ρ : R→ R′ を環準同型とするとき ρ(FittR(M))R′ = FittR′(M ⊗R R′) (Base change property).

Examples (Fittingイデアルの例). (1) R = ZとしMを有限生成アーベル群とする．このとき，rankZ(M) >

0 ⇔ FittZ(M) = 0が成り立つ．さらに rankZ(M) = 0のとき，FittZ(M) = (#M)である．

(2) より一般にRを PIDとしM を有限生成ねじれR-加群とするとき，構造定理よりM ≃ R/(a1)⊕· · ·⊕
R/(an)だから，FittR(M) = (a1 · · · an)である．
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(3) R = Zp[[T ]]としM を有限生成ねじれ R-加群とする．構造定理よりM の特性イデアル CharR(M)

が定義できる ([32]参照)．M が非自明な有限 R-加群を持たないとき，M の R上の射影次元は 1以

下であるから (Proposition 2.1 [35]参照)，(M が射影 R-加群でなければ)次の有限表示が存在する；

0 → Rn
A→ Rn →M → 0. ゆえに FittR(M) = detR(A) = CharR(M)が成り立つ．

以下 pを奇素数とし，AK := ClK{p}, ATK := ClTK{p}とおく．次のように 2通りの Brumer予想の p-part

の強い版を考える．

(SBr) AnnZp[G](µp∞(K))θK/k S ⊂ FittZp[G](AK)

(DSBr) AnnZp[G](µp∞(K))θK/k S ⊂ FittZp[G]((AK)∨)

ここで，(AK)∨ は AL の Pontryagin双対で Gの (AK)∨ への作用は covariantなものを考える (すなわち，

σ ∈ G, f ∈ (AK)∨, x ∈ AK に対して (σf)(x) := f(σx) と定義する)．このとき AnnZp[G]((AK)∨) =

AnnZp[G](AK)が成り立つから，(SBr)，(DSBr)のいずれもBrumer予想のp-partを導く．次のようにBrumer-

Stark予想の p-partの強い版も考える．

(SBrSt) AnnZp[G](µp∞(K))θK/k S ⊂ FittZp[G](A
T
K)

(DSBrSt) AnnZp[G](µp∞(K))θK/k S ⊂ FittZp[G]((A
T
K)∨)

Proposition 1.18より (SBrSt)または (DSBrSt)はBrSt(K/k, S, T )の p-partを導く．従って，仮定 (H0)を

満たす任意の T に対して (SBrSt)または (DSBrSt)が成り立てば BrSt(K/k, S)の p-partが成り立つ．

任意の pの上の kの素点 pに対して，複素共役 j が pの Gでの分解群 Gp に含まれるとき，(NTZ)条件

(no trivial zeros)が満たされると言う．p ̸ | [K : k]かつ (NTZ)の下では，(SBr)は岩澤主予想 (Wiles [33]

参照)の直接の帰結である．k = Qの場合は (NTZ)を仮定せずとも p ̸ | [K : k]は (SBr)を導く (Theorem

2, §10, Chap. 1 in [21])．さらに k = Qの場合には任意の奇素数 pに対して FittZp[G]−(A
−
K)が決定されて

おり，特に (SBr)は無条件で成立することが知られている ([19] 参照)．kが一般の総実代数体で p | [K : k]

なる場合にも (NTZ)を仮定すれば，Nickel [22]により (SBr)は正しい (実際は [22]においては (NTZ)の下

(SBrSt)が証明されている．ATK から AK への自然な写像は全射であるから (SBrSt)は (SBr)を導く)．さら

に [22]においては (NTZ)の代わりに，pの上の素点のK/kにおける分岐は高々tameかつKcl ̸⊂ K+,cl(µp)

という条件のもと (SBrSt)が，従って (SBr)が証明されている (Kcl はK の Q上の Galois閉包である．証

明方法は岩澤主予想を経由して同変玉河数予想に (SBrSt)を帰着するものであり，主予想から有限次元への

reductionの際に (NTZ)条件の有無が大きな問題となる．Kcl ̸⊂ K+,cl(µp)という条件は trivial zeroを回避

するためのWilesのトリック [34] ([4]，[17]，[19] も参照) を適用するための技術的な条件である)．しかしな

がら，(SBr)については反例があることが知られている (Greither-Kurihara [8] 参照)．(SBr)の反例は同時

に (SBrSt)の反例でもあるので，(SBrSt)にも反例があることになる．

同変玉河数予想とµp∞(K)がG-cohomolocally trivialという仮定のもとGreither [7]によりFittZp[G]−((A
−
K)∨)

が決定されている．特に (DSB)が成り立つことが示されている．しかしながら，(DSB)に関しても µp∞(K)

が G-cohomologically trivialという仮定を外すと反例があり，(SBr)と (DSBr)が両方同時に成立しない例

すら存在する (Kurihara[18] 参照. 反例の具体的構成や実例については [20] 参照)．

次小節で紹介するGreither-Popescuの結果により非常に多くの場合に (DSBrSt)が成立することが分かる．

上で述べたように (SBr)，(DSBr)，(SBrSt)には反例があることが分かっているが，今のところ (DSBrSt)

の反例は見つかっていない．
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1.3 同変岩澤主予想とBrumer-Stark予想

この小節では Greither-Popescuによる Brumer-Stark予想に関する最近の結果と, その証明方法の概略に

ついて述べる. 記号や設定はこれまで通りとする．KでK の円分 Zp-拡大を表す．

Theorem 1.19. pを奇素数とし，K/K の岩澤 µ-不変量が 0であると仮定する．仮定 (H0)を満たす (S, T )

で S ⊃ Sp なるものに対して

θK/k, S, T ∈ FittZp[G]−

(
(AT,−K )∨

)
が成り立つ．特に BrStp(K/k, S)が成り立つ．

この定理は次に述べる同変岩澤主予想 (Equvariant Iwasawa Main Conjecture) から導くことができる．

Greither-Popescuは [11]において Deligneによる 1-motive ([2] 参照)の代数体の岩澤理論における類似物

M (Iwasawa theoretic 1-motive,定義は次節参照)を構成し，その p-進 Tate加群として次の 3つの性質をも

つ Zp[[Gal(K/k)]]-加群 Tp(M)を構成した (以下の記号の正確な定義は次節で与える)．

(M1) 0 → Tp(A
T
K) → Tp(M) → DivK(S \ Sp)⊗ Zp → 0

(M2) 0 −→ Zp(1) −→ Tp(∆K,T ⊗ Zp)− −→ Tp(M)− −→ HomZp(X
+
S , Zp(1)) −→ 0

(M3) pdZp[[Gal(K/k)]](Tp(M)−) ≤ 1

完全系列 (M1)においてATK ≃ lim
−→
n

ATKn
であり，Tp(ATK)はATKの p-進Tate加群である．(M1)は 1-motive

の構成から自然に従うものであり，左の単射は同変岩澤主予想からTheorem 1.19を導く際に用いられる．完

全系列 (M2)は 1-motiveと calssicalな岩澤加群 (S は S の上の Kの素点の集合，XS は K上の S 外不分岐
最大アーベル p-拡大である)を繋ぐもので，同変岩澤主予想を岩澤主予想に帰着する際に重要である．性質

(M3)における “pd”は射影次元を意味する．性質 (M3)は岩澤理論で通常考察の対象になる加群は一般には持

ちえない性質である (X+
S やK上の最大不分岐アーベル p-拡大のGalois群等は Zp[[Gal(K/k)]]-加群としての

Fittingイデアルは一般に単項イデアルにはならず，これを決定するのは困難である．詳しくは [5], [17], [18]

を参照)．性質 (M3)により Tp(M)の Fittingイデアルが単項イデアルであることが従い (次節 Proposition

2.18)，岩澤主予想によってその生成元が T -modified S-imprimitive p-進 L関数 θ
(∞)
S, T (定義は次節参照) であ

ることが証明される．これが Greither-Popescuによる同変岩澤主予想である．

Theorem 1.20 (同変岩澤主予想). 上の定理と同じ条件を仮定する．このとき，

FittZp[[Gal(K/k)]]−
(
Tp(MK

S, T )
−) = (θ

(∞)
S, T )

が成り立つ．

Zp[[Gal(K/k)]]-加群M に対してM∗ := HomZp(M, Zp)と定義し，σ ∈ Gal(K/k), f ∈ M∗, x ∈ M に対

して，(σf)(x) = f(σx)と Galois群の作用を定義すると，

FittZp[[Gal(K/k)]]−
(
(Tp(MK

S, T )
−)∗

)
= FittZp[[Gal(K/k)]]−

(
Tp(MK

S, T )
−)
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が成り立つ (次節 Remark 2.23 参照). このことに注意すると，Thorem 1.20から Theorem 1.19が直ちに導

かれることが分かる．実際，十部大きい nに対して，次の全射が存在する．

(Tp(M)−)∗ ↠ Tp(A
T ,−
K )∗ ↠ AT ,−K [pn]∨ ↠ (AT,−K )∨

(M1)は Zp-加群としての分解完全系列であるから Zp-双対は完全性を保つので左の射の全射性が従う．真
ん中の射の全射性は同型 Tp(A

T ,−
K )∗ ≃ lim

−→
n

AT ,−K [pn] から従う．右の射の全射性は，単射 AT,−K ↪→ AT ,−K [pn]

により従う．この単射は次の補題と AT,−K が有限であることより従う．

Lemma 1.21. 任意の n ≥ 0に対して自然な写像

AT,−Kn
−→ AT,−Kn+1

は単射である．

Proof . T = ∅の場合は良く知られている結果である (Proposition 13.26 in [32])．T ̸= ∅のときは，任意
の代数体K に対して成り立つ次の完全系列

0 → EK/E
T
K ⊗ Zp → ∆T

K ⊗ Zp → ATK → AK → 0

のマイナスパートを考えて，蛇の補題により結論が従う (あるいは Ker(ATKn
→ ATKn+1

)は

H1(Gal(Kn+1/Kn), E
T
Kn+1

)の部分群であるという事実からも従う)．

全射 (Tp(M)−)∗ ↠ (AT,−K )∨ と Theorem 1.20より

θ
(∞)
S, T ∈ FittZp[[Gal(K/k)]]−((Tp(M)−)∗) ⊂ FittZp[[Gal(K/k)]]−((A

T,−
K )∨)

を得る．Sp ⊂ Sに注意して，cK/K による像を考えることで，θK/k, S, T ∈ FittZp[G]−((A
T,−
K )∨) が得られる．

2 Greither-Popescuによる同変岩澤主予想の証明

この節ではGreither-Popescuの論文 [11]で与えられた同変岩澤主予想 (Theorem 1.20)の定式化とその証

明を紹介する．

2.1 Abstract 1-motives

Definition 2.1. abstract 1-motive Mを以下の条件を満たす 3つ組 (L, J, δ)として定義し，M = [L
δ→ J ]

と記す．

• Lは有限生成自由 Z-加群

• Jは可除アーベル群で finite local corankを持つ．(すなわち，任意の素数 pに対して，ある rp(J) ∈ Z≥0
が存在して J [p∞] ≃ (Qp/Zp)rp(J) が成り立つということ．)

• δ : L→ J は群準同型
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Remark 2.2. (1). J の Tate加群を Tp(J) := lim
←
J [pn](射影系は p倍写像で定める)を定義する．J が finite

local corankを持つ可除アーベル群のとき，以下の 3つの同型は容易に確かめることができる．

Tp(J) ≃ HomZp(Qp/Zp, J [p∞]), Tp(J) ≃ Zrp(J)p , Tp(J)/p
nTp(J) ≃ J [pn].

(2). J を p-torsion可除アーベル群とするとき次の構造定理が成り立つ．

J ≃
⊕
I

Qp/Zp.

(ただし I の濃度は有限とは限らない．)

Definition 2.3. M′ = [L′
δ′→ J ′]，M = [L

δ→ J ]を abstract 1-motiveとする．abstract 1-motiveの間の

射 f : M′ → Mを，以下の図式を可換にする群準同型の組 f := (λ, ι)と定義する．

L′
λ−−−−→ Lyδ′ yδ

J ′
ι−−−−→ J

M 1 を abstract 1-motiveの圏，Z/nZM , ZpM をそれぞれ Z/nZ-加群，Zp-加群の圏とする．二つの関手

[n] : M 1 → Z/nZM , Tp : M 1 → ZpM

を次のように定義する．

M = [L
δ→ J ] ∈ M 1 に対して，ファイバー積 J ×nJ Lを次の図式で定義する．

(2.1)

J ×nJ L −−−−→ Ly yδ
J

×n−−−−→ J.

定義より，J ×nJ L = {(j, λ) ∈ J × L |nj = δ(λ)}である．

Definition 2.4. 関手 [n] : M 1 → Z/nZM を

M[n] := (J ×nJ L)⊗ Z/nZ

で定義する．

図式 (2.1)の上の段の射影の核は J [n]であるから次の完全系列を得る．

0 −→ J [n] −→ J ×nJ L −→ L −→ 0.

Lは自由Z-加群であったからこの完全系列は分解する．(実際，同型 J [n]×L ≃ J×nJLは (j, λ) 7→ (j+ δ(λ)
n , λ)

で与えられる．) 従って，⊗Z/nZで完全性は保たれる．
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n|mなる自然数に対してM[m] −→ M[n]を (j, λ)⊗ 1 7→ (mn j, λ)⊗ 1で定義すると次の可換図式を得る．

(2.2)

0 −−−−→ J [m] −−−−→ M[m] −−−−→ L⊗ Z/nZ −−−−→ 0ym
n

y y
0 −−−−→ J [n] −−−−→ M[n] −−−−→ L⊗ Z/nZ −−−−→ 0.

Definition 2.5. 関手 Tp : M 1 → ZpM を

Tp(M) := lim
←

M[pn]

で定義する．

図式 (2.2)の左側の縦の射は全射なので次の完全系列が従う．

0 −→ Tp(J) −→ Tp(M) −→ L⊗ Zp −→ 0.

Examples . (1-motiveの例)

1. EをC上の楕円曲線とし対応する格子を Λ = Z+Zτ とする (必要ならばこの形に正規化する)．q = e2πiτ

と置くと E(C) = C/Λと C×/qZ との間には同型 E(C) ∼→ C×/qZ ; z 7→ e2πiz が存在する．

L = Z, J = C× とする．C[p∞] ≃ Qp/Zp であるから J = C× は finite local corankを持つ．そこで δ :

Z → C× ; n 7→ qn と置くとM = [Z δ−→ C×]は 1-motiveである．定義よりM[n] = (C×/qZ)[n] ≃ E(C)[n]
が成り立つ．今の場合，分解完全系列 (2.2)は

0 → µn → E(C)[n] → Z/nZ → 0

と書けるから，良く知られているアーベル群としての同型 E(C)[n] ≃ Z/nZ × Z/nZが得られる．よって，
Tp(M)は楕円曲線の Tate加群 Tp(E) ≃ Zp × Zp と一致する．

2. Ωを代数閉体とし Aを Ω上の半アーベル多様体とする．Lを有限生成自由 Z-加群とし δ : L → A(Ω)

とするときM = [L
δ→ A(Ω)]は 1-motiveである．これはDeligneによって最初に与えられた 1-motiveの定

義である ([2] 参照)．

Ω = Fpとし，Xを Fp上定義された滑らかで連結な射影曲線とする．S, T をXの閉点の有限集合で互いに

交わらないものとし JT を (X, T )に対する一般ヤコビ多様体とする．JT (Fp)は Fp上の半アーベル多様体と
なる．Div0(S)を Sを supportに持つX の次数 0の因子群とし δ : Div0(S) → JT (Fp)を divisor-class map

とするとき 1-motive M = [Div0(S)
δ→ JT (Fp)] は Picard 1-motiveと呼ばれる．Deligneは Picard 1-motive

を用いて関数体の Brumer-Stark予想を証明した ([31] 参照)．ちなみに関数体の Brumer-Stark予想につい

ては Hayesによる別証明 [13] も知られている．Greither-Popescuは [9], [10]において Picard 1-motiveの

(l-adic realizationの) Galois module structureを詳しく研究し関数体の Brumer-Stark予想の refinementを

定式化しこれを証明している．

2.2 Iwasawa theoretic 1-motives

F を任意の代数体，v を F の有限素点とし，v に属する加法付値の一つを ordv，その値群を Xv と書く．

以下 ordv はXv = Zとなるように正規化する．F をQの (有限次とは限らない)代数拡大とする．F の有限
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素点 vに対して，F に含まれる (有限次)代数体 F の素点で vの下にあるものを vF 書く．vの値群を

Xv := lim
−→
F

XvF

で定義する．ここでF はFに含まれる任意の代数体を走り，代数拡大F ⊂ F ′ (⊂ F)に対して，XvF

×ev(F ′/F )−→
XvF ′ により帰納系を定める．(Xv はQ≥0のある加法部分群と同型 (non-canonical)である) さらに，vに属

する離散付値 ordv を

ordv : F −→ Xv ; x 7→ (ordvF (x))F∋x

と定義する．

以下 pを奇素数とし，GpをGの p-Sylow部分群，Kの中のGpの固定体を Lとする．K, L, k∞をそれぞ
れK, L, kの円分 Zp拡大とする．簡単のためK ∩ k∞ = kを仮定する (従ってGal(K/L) ≃ Gpである)．ま

たKn (resp. Ln, kn)を K/K (resp. L/L, k∞/k)の n-th layerとする．十分大きい N に対して K/KN は，

pの上のすべての素点が完全分岐するような拡大であるから (pの上にない素点はもちろん不分岐である)，K
の素点 vに対して次の (non-canonicalな)同型が従う．

• v | pのときXv ≃ Z[ 1p ] ; (aF )F 7→ pn−NaKn (n≫ N)

• v ̸ | pのときXv ≃ Z ; (aF )F 7→ aKn (n≫ N)

以下 S ⊃ Sp を仮定し，T を仮定 (H0) を満たす k の素点の有限集合か，または T = ∅ とする．SK =

S, TK = T , SL = S ′, TL = T ′ と略記する．
Kの有限素点の集合を Pl(K)書き，Kの因子群を

DivK :=
⊕

v∈Pl(K)

Xv · v

で定義する．また，divK : K× −→ DivK を divK(x) =
∑
v ordv(x) · vで定義する．DivKおよびK×の部分

群として次のものを考える．

DivTK :=
⊕
v ̸∈T

Xv · v, K×T := {x ∈ K× | ordv(x− 1) > 0 (∀v ∈ T )}.

divK から誘導される写像 K×T −→ DivTK にも同じ記号 divK を用いる．

Kの T -modified イデアル類群とその p-partを

ClTK :=
DivTK

divK(K×T )
, ATK := ClTK ⊗ Zp

で定義する (Cl∅K, A
∅
K はそれぞれ ClK, AK と記す)．DivKn ↪→ DivKn+1 ; v 7→

∑
v′|v e(v

′/v) · v によって同
型 DivTK ≃ lim

−→
Div

TKn

Kn
を得る．これより次の二つの同型も従う．

ClTK ≃ lim
−→
n

ClTKn
, ATK ≃ lim

−→
n

ATKn
.

(ClTKn
は modulus

∏
w∈TKn

w に対する Kn の ray class groupであった．また ATKn
:= ClTKn

{p} (ClTKn
の

p-Sylow部分群)であり，ClTKn
⊗ Zp と同一視している．)
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Sp を S に含まれる p上の素点とし (仮定より Sp ⊂ S である)，

DivK(S \ Sp) :=
∑

v∈S\Sp

Xv · v

と定義する．p上の素点を抜いた因子群を考えているので，これは有限階数の自由 Z-加群である．1-motive

の岩澤理論版をM = [DivK(S \ Sp) → ATK] と定義したいのであるが，そのために次の仮定は本質的に必要

である．

仮定 “µ = 0”： Kの岩澤 µ-不変量は 0である．

以下この仮定 “µ = 0”は常に仮定する．Kの岩澤 λ-不変量を λKとするとき，仮定 “µ = 0”の下で次の同型

が成り立つ ([15] 参照)．

AK ≃ (Qp/Zp)⊕λK .

すなわち AK は finite p-corankをもつ p-torsion可除アーベル群である．さらに，次が成り立つ．

Lemma 2.6. v ∈ Pl(K)に対して κ(v)を vの剰余体とし，∆K,T :=
⊕

v∈T κ(v)
× と定義する．

(1) ∆K, T ⊗ Zp は p-torsion可除アーベル群で finite p-corankをもつ．その p-corankを δK, T と書く．

(2) ATK は p-torsion可除アーベル群で finite p-corankを持ち，corank(ATK) ≤ λK + δK, T が成り立つ．

(3) AT −K は p-torsion可除アーベル群で finite p-corankを持ち，corank(AT −K ) = λ−K + δ−K,T − δK が成り立

つ．ここで λ−K, δ
−
K, T はそれぞれ A−K ≃ (Qp/Zp)λ

−
K , δ−K,T = corank(∆−K, T ) によって定義する．δK は

µp ⊂ Kの時 δK = 1，µp ̸⊂ Kの時 δK = 0と定義する．

Proof . (1). v ∈ T の下にある K の素点を vK と書く．v ̸ | pより κ(v)/κ(vK)は有限体上の Zp-拡大であ
る．ゆえに µp ⊂ κ(vK)の時 κ(v)× ⊗ Zp = µp∞，µp ̸⊂ κ(vK)の時 κ(v)× ⊗ Zp = {1}である．定義より
δK, T = #{v ∈ T |µp ⊂ κ(vK)×} である．
(2). 次の完全系列を考える．

(2.3) 0 → EK/E
T
K ⊗ Zp → ∆K, T ⊗ Zp → ATK → AK → 0.

(Kが代数体の時はwell-knownである．円分Zp拡大方向に帰納極限を取ることで (2.3)が得られる．) ∆K,T ⊗
Zpは finite p-corankをもつ p-torsion可除アーベル群であるから，任意の部分群によるその商群もまた finite

p-corankをもつ p-torsion可除アーベル群である．Qp/Zp の移入性より，ATK もまた finite p-corankをもつ

p-torsion可除アーベル群であることが従う．

(3). (2.3)においてマイナスパートを考える．(S, T )の定義よりET −K ⊗Zp = {1}であり，E−K⊗Zp = µp∞(K)

であるから，

(2.4) 0 → µp∞(K) → (∆K, T ⊗ Zp)− → AT ,−K → A−K → 0

を得る．この完全系列より (3)は直ちに従う．

Definition 2.7. Iwasawa theoretic 1-motiveを次のように定義する．

M := MK
S,T := [DivK(S \ Sp) −→ ATK].
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ここで DivK(S \ Sp) −→ ATK はD 7→ D̂ ⊗ 1と定義する．D̂はDの ClTK における類である．同様に Lに対
しても 1-motive M′ := ML

S′,T ′ を定義する．

Γ = Gal(K/K) ≃ Zpとおき，Γの位相的生成元 γを一つ固定する．Λ = Zp[[Γ]]とおく．定義よりM[pn]

には Λ[G]-加群の構造が入り，従って Tp(M)も Λ[G]-加群とみることができる．2.1小節の最後にも述べた

ように次の (アーベル群としての)完全系列は 1-motiveの構成から自動的に従うものであるが，Λ[G]-加群と

しての完全系列であることも容易に確かめられる．

(M1) 0 → Tp(A
T
K) → Tp(M) → DivK(S \ Sp)⊗ Zp → 0.

次に，上で定義した 1-motiveが classicalな岩澤加群と対応することを見よう．以下この小節の終わりま

では µp ⊂ Kを仮定する．T = ∅として構成した 1-motive MK
S, ∅ をM∅ と書く．次の可換図式

(EK/E
T
K ⊗ Zp)−[pn]y↪→

0 −−−−→ (∆K, T ⊗ Zp)−[pn] −−−−→ Ker(M[pn]− → M∅[p
n]−) −−−−→ 0y y↪→ y

0 −−−−→ AT −K [pn] −−−−→ M[pn]− −−−−→ DivK(S \ Sp)− ⊗ Z/pnZ −−−−→ 0y y y=

0 −−−−→ A−K[p
n] −−−−→ M∅[p

n]− −−−−→ DivK(S \ Sp)− ⊗ Z/pnZ −−−−→ 0y y
0 0

より，Ker(M[pn]− → M∅[p
n]−) ≃ Coker(µpn ↪→ (∆K, T ⊗ Zp)−[pn]) を得る．従って，上の図式の縦の真

ん中の完全系列において極限を取ることで次の Λ[G]-加群の完全系列を得る．

0 −→ Zp(1) −→ Tp(∆K, T ⊗ Zp)− −→ Tp(M)− −→ Tp(M∅)
− −→ 0.

Tp(M∅)
−を決定しよう．K̃をK上の S外不分岐な最大アーベル p-拡大とし, XS := Gal(K̃/K)とおく．m

を任意の pベキとして

K(m)
S, T := {x ∈ K×T | divK(x) = mD + y, D ∈ DivTK, y ∈ DivK(S)}

= {x ∈ K×T | divK(x) = mD + y, D ∈ DivTK, y ∈ DivK(S \ Sp)}

と定義する．K̃ = K
(∪

n{ pn
√
a | a ∈ K(pn)

S, ∅ }
)
であるから，Kummer理論により次の (Zp-双線形形式として

の)完全 paringが存在する．

⟨·, ·⟩ : XS/p
nXS ×K(pn)

S, ∅ /K
×pn −→ µpn ; (σ, x) 7→ σ pn

√
x

pn
√
x
.

この paringは次の意味で Gal(K/k)の元と可換である．

⟨g · σ, g · x⟩ = g⟨σ, x⟩, g ∈ Gal(K/k).
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従って次の完全 paringを得る．

⟨·, ·⟩ : X+
S /p

nX+
S ×

(
K(pn)
S, ∅ /K

×pn
)−

−→ µpn

以下に述べる Propositionにより (Λ[G]-加群としての)同型
(
K(pn)
S, ∅ /K

×pn
)−

≃ M∅[p
n]− が成り立つから，

Zp-加群としての同型M∅[p
n]− ≃ HomZp(X

+
S /p

nX+
S , µ

n
p ) = HomZp(X

+
S , µ

n
p )を得る．射影極限を取って，

Tp(M∅)
− ≃ HomZp(X

+
S , Zp(1))

を得る．右側に Λ[G]の作用を次のように定義すると，この同型は Λ[G]-加群の同型であることが確かめら

れる； f ∈ HomZp(X
+
S , Zp(1)), σ ∈ X+

S , g ∈ Gal(K/k) に対して (g · f)(σ) := f(cp(g)g
−1 · x)．ここで

cp : Gal(K/k) → Z×p は円分指標である．
よって Λ[G]-加群としての完全系列

(M2) 0 −→ Zp(1) −→ Tp(∆K, T ⊗ Zp)− −→ Tp(M)− −→ HomZp(X
+
S , Zp(1)) −→ 0.

を得ることができた．

Proposition 2.8. mを任意の pベキとする．Λ[G]-加群としての同型

M[m] ≃ K(m)
S, T /(K

×m
T ETK )

が成り立つ．従って特に，

M[m]− ≃
(
K(m)
S, T /K

×m
T

)−
が成り立つ．

Proof . 前半：左から右へ向かう写像 ϕを次のように構成する．(D, x) ∈ ATK ×m
AT

K
DivK(S \ Sp) を取る．

以下に示すように，あるD ∈ DivTK, f ∈ K(m)
S, T が存在して，

(2.5) D̂ ⊗ 1 = D, mD − x = divK(f)

を満たすから，ϕ(D, x) = f mod K×mT ETK (=: f) と定義する (定義より ϕが準同型であることがすぐに分か

る)．(D, x)を上の通りとする．定義よりmD = x̂⊗1 in ATKであるから，あるD ∈ DivTK, f ∈ K×T , y ∈ DivTK

が存在して以下を満たす．

D̂ ⊗ 1 = D, ŷ ⊗ 1 = 0 in ATK, mD − x = divK(f) + y.

ATK は可除加群であり，ClTK の non p-part上ではm倍写像は全単射であるから，ある y′ ∈ DivTK が存在し

て，m̂y′ = ŷ in ClTK を満たす．my
′ − y = divK(f

′) (f ′ ∈ DivTK), D
′ = D − y′ とおくと，

D̂′ ⊗ 1 = D, mD′ − x = divK(f/f
′)

であり，f/f ′ ∈ K(m)
S, T である．

ϕが well-difinedであることを示す．(2.5)を満たす別のD′ ∈ DivTK, f
′ ∈ K(m)

S,T を取る．D̂ −D′ ⊗ 1 = 0

よりD −D′ = divK(g) + y (g ∈ K×T , y ∈ DivTK, ŷ ⊗ 1 = 0) と書ける．十分大きな a ∈ Z≥0 ((a, p) = 1)に
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対して ay = divK(g
′) (g′ ∈ K×T ) となるから，

divK(f
a)− divK(f

′a) = am(D −D′) = divK((g
ag′)m).

ゆえに f
a
= f ′

a
であるが，K(m)

S, T /(K
×m
T ETK ) は exponent pベキのアーベル群なので f = f ′である．明らか

にKer(ϕ) ⊃ m(ATK ×m
AT

K
DivK(S \ Sp)) であるから，商を経由して ϕ : M[m] → K(m)

S,T /(K
×m
T ETK ) が定義さ

れる．

ϕの全射性を示す．f ∈ K(m)
S, T を任意に取る．f の定義より，divK(f) = mD−x (D ∈ DivTK, x ∈ DivK(S \

Sp)) と書くことが出来る．十分大きな a ∈ Z≥0 ((a, p) = 1) に対して aD̂ ∈ ATK，すなわち (aD̂, ax) ∈
ATK ×m

AT
K
DivK(S \ Sp) となり，ϕ(aD̂, ax) = f

a
を得る．ゆえに f

a ∈ Im(ϕ)，従って f ∈ Im(ϕ) を得る

(Im(ϕ)の exponentは pベキである)．

ϕの単射性を示す．ϕ(D, x) = 0とする．すなわち，ある D ∈ DivTK (D̂ ⊗ 1 = D)，x ∈ DivK(S \ Sp)，
g ∈ K×T が存在して，

mD − x = divK(g
m) = m divK(g)

であったとする．これより x = mx′, x ∈ DivK(S \ Sp) と書くことが出来る．ATK は可除加群であるか
ら，ある D′ ∈ DivTK が存在して，D̂ ⊗ 1 = mD̂′ ⊗ 1 となる．従って，ある f ′ ∈ K×T と y ∈ DivTK が

存在して，D − mD′ = divK(f
′) + y，ŷ ⊗ 1 = 0 を満たす．mD′ − x′ = divK(g/f

′) + y であるから

(D̂′ ⊗ 1, x′) ∈ ATK ×m
AT

K
DivK(S \ Sp) である．ゆえに，(D, x) = (D̂ ⊗ 1, x) = m (D̂′ ⊗ 1, x′) = 0 in M[m]

である．

後半：次の完全系列

ETK/(E
T
K )

m → K(m)
S, T /K

×m
T → K(m)

S, T /(K
×m
T ETK ) → 0

より (ETK/(E
T
K )

m)− = 0を示せば十分である．T = ∅のとき (ETK⊗Zp)− = µp∞，T ̸= ∅のとき (ETK⊗Zp)− =

{1}だから，
(ETK/(E

T
K )

m)− ≃ (ETK ⊗ Zp)− ⊗ Z/mZ = 0.

2.3 Cohomologically triviality

この節では 1-motiveの性質 (M3)を，より詳しく次の定理を証明する．

Theorem 2.9. pdR(M)でM の R-加群としての射影次元を表す．

(1) pdZp[G](Tp(M)−) = 0 (特に pdZp[G]−(Tp(M)−) = 0)

(2) pdΛ[G](Tp(M)−) = 1 (特に pdΛ[G]−(Tp(M)−) = 1)

Theorem 2.9は次の Thorem 2.10と Lemma 2.11から従う．

Theorem 2.10. Tp(M)− は有限階数自由 Zp[Gp]-加群である．

Lemma 2.11 (Proposition 2.2 [26]). M を有限生成 Λ[G]-加群とするとき，pdΛ[G](M) ≤ 1であることと

次の 2条件が成り立つことは同値である．

(1) pdZp[G](M) ≤ 1
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(2) pdΛ(M) ≤ 1 (⇔ M は非自明な有限 Λ-部分加群を持たない．参照 Propositon 5.3.19 in [24])

Thorem 2.10 + Lemma 2.11 ⇒ Theorem 2.9.

Tp(M)− は Zp-free より (このとこは Theorem 2.10 を用いなくても Tp(M) の定義より従う．完全系列

(M1)も参照)，(variant of) Thorem 7, §5 in [29] を用いて (§5 in [29]の結果は Zを一般の PIDに取り換え

ても成り立つ)，Tp(M)− が Zp[G]-射影的であることと，G-chomologically trivial(以下-c.t.と記す)である

ことは同値である．Tp(M)−の定義より∆-c.t.であることは明らかである．また Thorem 2.10より Gp-c.t.

でもあるから結局 Tp(M)− は G-c.t.である．これより Lemma 2.11 (1)も確かめられた．また Tp(M)− は

Zp-freeより Lemma 2.11 (2)は明らかである．

Lemma 2.11の証明は標準的であるからここでは省略する．Theorem 2.10は次の Theorem 2.12より直ち

に導かれる．

Theorem 2.12. M[p]− は有限階数自由 Fp[Gp]-加群である．特にM[p]− は Gp-c.t.である．

Thorem 2.12 ⇒ Theorem 2.10.

Z[Gp]-加群としての完全系列

0 −→ Tp(M)−
×p−→ Tp(M)− −→ M[p]− −→ 0

より Ĥi(Gp, Tp(M)−)
×p
≃ Ĥi(Gp, Tp(M)−) (∀i ∈ Z) ，従って Ĥi(Gp, Tp(M)−) = 0 (∀i ∈ Z) を得る．

再び (variant of) Thorem 7, §5 in [29] より Tp[M]− は Zp[Gp]-射影的である．Zp[Gp] は局所環であるか
ら，この条件は Tp[M]− が自由 Zp[Gp]-加群であることと同値である．Fp[Gp]-加群としての同型M[p]− ≃
Fp[Gp]⊗Zp[Gp] Tp(M)− より rankZp[Gp]Tp(M)− = rankFp[Gp]M[p]− <∞.

Thorem 2.12は次の Key Lemmaより従う．

Key Lemma.

(1) M′[p]− = (M[p]−)Gp .

(2) dimFp M[p]− <∞，dimFp M′[p]− <∞ であり，dimFp M[p]− = |Gp| dimFp M′[p]−.

Key Lemma. ⇒ Theorem 2.12

Fp[Gp]はGorenstein環であるから，Pontryagin双対を考えることで次の主張に帰着する (Proposition 4,

Appendix in [21])．

主張 M を有限生成 Fp[Gp]-加群とするとき dimFp M = |Gp|dimFp(MGp) ならば，M は有限階数自由

Fp[Gp]-加群である．
実際，l := dimFp(MGp)と置けば，中山の補題により全射 Fp[Gp]⊕l ↠ M が存在するが，dimFp(M) =

l · |Gp| = dimFp(Fp[Gp]⊕l)であるから，この写像は単射でもある．

Proof of Key Lemma.

(1) Thorem 2.8より (K(m)
S,T /K

×m
T )Gp ≃ L(m)

S′, T ′/L×mT ′ を示せばよい (実際は m = pの場合で十分だが m

が一般の pベキでも証明は同じなのでこれを示す)．完全系列

0 → K×mT → K(m)
S,T → K(m)

S, T /K
×m
T → 0
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より Gp 不変部分を取ることで，完全系列

0 → L×mT ′ → (K(m)
S,T )

Gp → (K(m)
S, T /K

×m
T )Gp → H1(Gp, K×mT )

を得る．従って次の二つを示せばよい．(i) (K(m)
S, T )

Gp = L(m)
S′, T ′ かつ (ii) H1(Gp, K×mT ) = 0．

(i)を示す．

DivSK :=
⊕
v ̸∈S

Xv · v, divSK(x) : K×T −→ DivSK ⊗ Z/mZ ; x 7→
∑
v/∈S

ordv(x) · v ⊗ 1

とおくと，K(m)
S,T の定義より K(m)

S, T = Ker(K×T
divS

K−→ DivSK ⊗ Z/mZ)である．従って，

(K(m)
S,T )

Gp = Ker(L×T ′
divS′

L−→ DivS
′

L ⊗ Z/mZ) = L(m)
S′, T ′ .

(ii)を示す．T に関する仮定よりK×T はpベキ torsion元を持たないから，K×T
×m≃ K×mT . 従って，H1(Gp, K×mT ) =

0 ⇐⇒ H1(Gp, K×T ) = 0である．後者を示そう．K×(T ) := {x ∈ K× | ordv(x) = 0 (∀v ∈ T )} と置き，次の二
つの完全系列を考える．

0 −→ K×T −→ K×(T ) −→ ∆K, T −→ 0

0 −→ K×(T ) −→ K× divK,T−→ DivK(T ) −→ 0.

ここで DivK(T ) :=
⊕

v∈T Xv · v，divK, T (x) :=
∑
v∈T ordv(x) · v である．上の完全性は明らかである．下

の全射性は近似定理による．

K/Lは p-拡大であるから，v ∈ T ′, w ∈ T , w | vに対して κ(w) = κ(v)である (ある有限体上の Zp-拡大は
ただ一つなので)．ゆえに Gp, v を vの Gpにおける分解群とすれば Gp, v = {1}である．各 v ∈ T ′に対して
vの上にある w ∈ T を一つずつ固定し次を得る．

∆K,T =
⊕
v∈T ′

(κ(w)× ⊗Z[Gp, v ] Z[Gp]) =
⊕
v∈T ′

(κ(w)× ⊗ Z[Gp])

DivK(T ) =
⊕
v∈T ′

(Zw ⊗Z[Gp, v ] Z[Gp]) =
⊕
v∈T ′

(Zw ⊗ Z[Gp]).

∆K,T , DivK(T )は Gp-induced moduleであるから，Gp-c.t.である．ゆえに上で述べた二つの完全系列と

Hilbert定理 90より，

H1(Gp, K×T ) ≃ H1(Gp, K×(T )) ≃ H1(Gp, K×) = 0.

(2) 次の完全系列は 1-motiveの定義から自動的に従うものであった．

0 → ATK[p]
− → M[p]− → (DivK(S \ Sp)⊗ Z/pZ)− → 0.

S, Sp の下にある K+ (Kの最大実部分体)の素点の集合を S+, S+
p とするとき，

dimFp((DivK(S \ Sp)⊗ Z/pZ)−) = #{v ∈ S+ \ S+
p | v splits in K/K+} := d−K,S

と計算できる．完全系列 (2.4)と Lemma 2.6より以下の完全系列を得る．

0 → (Qp/Zp)δK → (Qp/Zp)δ
−
K,T → AT −K → (Qp/Zp)λ

−
K → 0.
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従って，

dimFp(A
T
K[p]

−) = λ−K + δ−K, T − δK

と計算できる．ゆえに，

dimFp(M[p]−) = λ−K + δ−K, T − δK + d−K,S .

Kを Lに置き換えて同様に，

dimFp(M′[p]−) = λ−L + δ−L, T ′ − δL + d−L,S′ .

ところで (1)の証明の中で見たように，

∆K, T ⊗ Zp =
⊕
v∈T ′

(κ(w)× ⊗Zp[Gp, v] Zp[Gp]) =
⊕
v∈T ′

(κ(v)× ⊗Zp Zp[Gp]) = ∆L, T ′ ⊗Zp Zp[Gp]

が成り立つから，マイナスパートを取ることで，δ−K,T = |Gp| · δ−L, T ′ を得る．上で述べたことと同じ理由によ

りK+/L+では素点の惰性が起こらないことに注意すると，|Gp|d−L,S′ −d−K,S =
∑
w∈S+\S+

p
(ew(K+/L+)−1)

(wは K/K+ で分解するものを走る) であることが分かる．ゆえに木田の公式 (cf. [16]，[15])より

dimFp(M[p]−)− |Gp| · dimFp(M′[p]−)

= λ−K − δK + d−K,S − |Gp|(λ−L − δL + d−L,S′)

=
{
λ−K − δK

}
−
{
|Gp|(λ−L − δL) + |Gp|d−L,S′ − d−K,S

}
= 0.

2.4 同変岩澤主予想の定式化と証明

まず岩澤主予想について簡単に復習する．2.2, 2.3小節と同じ記号と仮定を用いる．G = Gal(K/k)とお
く．K と k∞は線形無関連と仮定したから G = G× Γである．XS には自然に Λ[G]-加群の構造が入る ([32]

参照)．

Theorem 2.13 (Iwasawa [14]). X+
S は有限生成 torsion Λ-加群である．

OをQpの有限次拡大の整数環で，任意の指標 ψ ∈ Ĝに対して Im(ψ) ⊂ Oを満たすものとする．Q(O)で

Oの商体を表す．有限生成 torsion Λ-加群の構造定理 (cf. [32])より，X+
S ⊗Zp Q(O)は有限次元 Q(O)-ベク

トル空間であることが分かる．X+
S は Q(O)[G]-加群として，次のように g ∈ Gが ψ(g)で作用する固有空間

に分解する．

X+
S ⊗Zp Q(O) ≃

⊕
ψ∈Ĝ, ψ:even

eψ(X
+
S ⊗Zp Q(O)).

各 eψ(X
+
S ⊗Zp Q(O))も有限次元Q(O)-ベクトル空間であり，Γの作用で不変である．γの位相的生成元 γを

一つ固定すると，O[[Γ]] ≃ O[[t]] ; γ 7→ t+ 1なる同型が成り立つ．以下この同型によりO[[Γ]]とO[[t]]を同

一視する．γ 倍の作用を mγ と書く．eψ(X+
S ⊗Zp Q(O))上に mγ を作用させ，その特性多項式 detQ(O)((t+

1)− mγ | eψ(XS ⊗Zp Q(O)))を考えると，これは O[t] (⊂ O[[t]])の元である．岩澤主予想は，この特性多項

式が本質的に p-進 L関数であることを主張する．

u := cp(γ)とおく (cpは円分指標であった)．Deligne-Ribet [3]より次のことが示されている．ψ ∈ Ĝを偶

指標とするとき，以下の性質を満たすようなGψ, S , Hψ, S ∈ O[[t]]が存在する；ψが自明指標の時Hψ, S = t
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であり，それ以外の時Hψ, S = 1である．また，任意のm ∈ Z≤1 に対して

Gψ, S(u
m − 1)

Hψ, S(um − 1)
= LS(1−m, ψω−m)

が成り立つ．ψに対応する (S-imprimitiveな) p-進 L関数は

Lp, S(1− s, ψ) :=
Gψ, S(u

s − 1)

Hψ, S(us − 1)

によって定義される Zp \ {1}上の p-進解析関数である (ψが非自明のとき s = 1でも正則)．以上の準備の下

岩澤主予想は次のように述べられる．

Theorem 2.14 (Wiles [33]). 仮定 “µ = 0”のもと，任意の偶指標 ψ ∈ Ĝに対して，O[[t]]の中で

Gψ, S(t) ∼ detQ(O((t+ 1)−mγ | eψ(XS ⊗Zp Q(O)))

が成り立つ (∼は単数倍を除いて等しいことを意味する)．

次に Greither-Popescuの意味での G-同変な岩澤主予想を定式化する．

θ
(∞)
S := lim

←−
θKn/k, SKn

in Q(Zp[[G]])

と定義するとき，任意の奇指標 χ ∈ Ĝに対して Q(O[[t]])の中で，

(2.6) χ(θ
(∞)
S ) =

Gχ−1ω, S(u(1 + t)−1 − 1)

Hχ−1ω, S(u(1 + t)−1 − 1)

となることが確かめられる．v ∈ T に対して ϕ
(n)
v で v の Gal(Kn/k)における Frobeniusを表し，δ(n)v :=

1− (ϕ
(n)
v )−1Nv ∈ Zp[Gal(Kn/k)]とおく．δ

(n)
T :=

∏
v∈T δ

(n)
v とおき，

δ(∞)
v := lim

←−
δ(n)v , δ

(∞)
T :=

∏
v∈T

δ(∞)
v ∈ Zp[[G]]

と定義する．そして G-同変な T -modified S-imprimitive p-進 L関数を次のように定義する．

θ
(∞)
S, T := δ

(∞)
T θ

(∞)
S ∈ Zp[[G]].

以上で Theorem 1.20に現れる記号の説明が済んだ．改めて Theorem 1.20を書いておく．

Theorem 2.15 (同変岩澤主予想). Zp[[G]]− のイデアルとしての等号

FittZp[[G]]−(Tp(M)−) = (θ
(∞)
S, T )

が成り立つ．

以下に証明の概略を与える．

Lemma 2.16. Thorem 2.15を示すには µp ⊂ K のもとで示せば十分である．

Proof . µp ̸⊂ K とする．K̃ := K(µp) とおき K̃ を K̃ の円分 Zp-拡大とする．H := Gal(K̃/K) とおく

と p ̸ |#H である．S, T の上にある K̃の素点の集合を S̃, T̃ とおき，1-motive M̃ := MK̃
S̃, T̃

を定義する．
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Tp(M̃)− はH-c.t.であるから，

(Tp(M̃)−)H = NH · Tp(M̃)−, Tp(M̃)−/IHTp(M̃)− ≃ NH · Tp(M̃)−

が成り立つ．NH ∈ Zp[H]はH のノルム，IH は Zp[H]の augmentationイデアルである．ここで variant of

Key Lemma (1) (次の Remark 参照)より

Tp(M)− ≃ (Tp(M̃)−)H ≃ Tp(M̃)−/IHTp(M̃)− ≃ Tp(M̃)− ⊗Zp[[Gal(K̃/k)]]− Zp[[Gal(K/k)]]−

を得る．よって Fittingイデアルの base change propertyより

FittZp[[Gal(K/k))]]−(Tp(M)−) = cK̃/K(FittZp[[Gal(K̃/k))]]−(Tp(M̃)−))

を得る．S ⊃ Sp であるから K̃の G-同変 T -modified S-imprimitive p-進 L関数の cK̃/K による像は Kのそ
れに一致する．

Remark 2.17. 上の Lemmaの証明で Tp(M)− ≃ (Tp(M̃)−)H であることを用いた．Key Lemma (1) は

p群に対してのみ証明したが実は p-群の仮定無しに証明できる．p群であることが用いられる部分は，Key

Lemma (1)の証明内の (ii)において，∆K,T とDivK(T )が induced Gp-加群の直和である (従ってGp-c.t.で

ある)ことを示すところである．GpをH に取り換えて議論する場合，∆K, T と DivK(T ) は indeuced H-加

群にはならないが，Shapiroの補題と，Hilbert定理 90，Herbrand商を考えることで ∆K, T と DivK(T )は

H-c.t.であることが確かめられる．Key Lemma (1)は実際M′[pn]−, M[pn]−に対して証明されたことにも

注意されたい．

いくつかの代数的な準備

Rを単位的可換環とする (Rとして Zp[G], Oχ[G]等が想定されている)．P を有限生成射影的 R-加群とす

る (P として Tp(M)−, Tp(M∅)
−, Tp(∆K, T )

− 等が想定されている)．f ∈ EndR(P )に対して，detR(f |P )
を次で定義する；Qと射影的 R-加群で Rn ≃ P ⊕Qを満たすものとする．そこで

detR(f |P ) := detR(f ⊕ idQ |P ⊕Q)

と定義する．この定義はQの取り方に依存しない．実際，別のQ′に対してはQ′′ = P ⊕Q⊕Q′を考えれば，

detR(f ⊕ idQ′′ |P ⊕Q′′) = detR(f ⊕ idQ ⊕ idP⊕Q′ | (P ⊕Q) ⊕ (P ⊕Q′)) = detR(f ⊕ idQ′ ⊕ idP⊕Q | (P ⊕
Q′)⊕ (P ⊕Q)) が成り立つからである．

次に f ∈ EndR(P )の特性多項式 detR(X−f |P ) ∈ R[X]を定義する；P ⊗RR[X]は有限生成射影的R[X]-

加群であるから，

detR(X − f |P ) := detR[X](idP ⊗X − f ⊗ idR[X] |P ⊗R R[X])

と定義する．定義より detR(X − f |P )は常にmonicな多項式であることが確かめられる．このように定義

した detが base changeによって不変であることも直ちに確かめられる；R′をRの任意の拡大環とするとき

detR(f |P ) = detR′(f ⊗ idR′ |P ⊗R R′)

detR(X − f |P ) = detR′(X − f ⊗ idR′ |P ⊗R R′)

が成り立つ．

Proposition 2.18 (Proposition 4.1 in [10]). Rを半局所可換コンパクト位相環とする (Zp[G], Oχ[G]を考
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えている)．Γを pro-cyclicな位相群とし γをその位相的生成元とする (Γ = Gal(K/K) ≃ Zpを考えている)．

M を位相的 R[[Γ]]-加群とし，R-加群として有限生成かつ射影的とする．mγ でM 上の γ 倍自己同型を表す

と，上で述べたように，

F (X) := detR(X −mγ |M)

が定義できる．このとき以下が成り立つ．

Mは有限表示R[[Γ]]-加群である．また，F (γ)を自然な準同型R[X] → R[[Γ]] ; X 7→ γによるF (X) ∈ R[X]

の像とするとき，R[[Γ]]のイデアルとして次の等号が成り立つ．

FittR[[Γ]](M) = (F (γ)).

Proposition 2.19 (Corollary 7.9 in [11]). F, Θ ∈ Zp[[G]]−[[t]]が任意の奇指標 χ ∈ Ĝに対して

µ(χ(F )) = µ(χ(Θ)) = 0, χ(F ) ∼ χ(Θ) in Oχ[[t]]

を満たすとする．この時 F ∼ Θ in Zp[G]−[[t]]が成り立つ．

これら 2つの Propositionの証明は省略するので各自参照して頂きたい．

Theorem 2.9 (2)よりFittZp[[G×Γ]]−(Tp(M)−)は単項イデアルである．その生成元の一つをF ∈ Zp[G]−[[t]]
と置く．Proposition 2.18より

F = detZp[G]−((t+ 1)−mγ |Tp(M)− )

と取ることができる．Θ := θ
(∞)
S, T とおく．Theorem 2.15 のためには F ∼ Θ in Zp[G]−[[t]]を示せば良い．以

下に述べるように完全系列 (M2)により F と X+
S (への γ の作用の特性多項式)を結び付け，岩澤主予想によ

り各奇指標 χ ∈ Ĝ に対し χ(F )と χ(Θ)を結び付け，Corollary 2.19によりこれらを張り合わせ F ∼ Θを得

る，という流れで Theorem 2.15が証明される．

完全系列 (M2)に ⊗ZpQ(O)を施して，Q(O)[G]−[[Γ]]-加群の完全系列

0 −→ Q(O)(1) −→ Tp(∆K,T )
− ⊗Zp Q(O) −→ Tp(M)− ⊗Zp Q(O) −→ (X+

S )
∗(1)⊗Zp Q(O) −→ 0.

を得る．Q(O)[G] ≃
⊕

χ∈Ĝ, χ:oddQ(O)χ (Q(O)χは集合としてはQ(O)でg ∈ Gがχ(g)で作用するQ(O)[G]−-

加群である) なる同型が成り立つが，Q(O)(1)はQ(O)[G]−-加群としてQ(O)ω に他ならないから，Q(O)(1)

は射影的 Q(O)[G]−-加群である．Tp(∆K, T )− は以下に示すように射影的 Zp[G]−-加群である (Proposition

2.21)．さらに Tp(M)−, (X+
S )
∗(1)も Theorem 2.9より射影的 Zp[G]−-加群である．従って “代数的な準備 ”

で述べたように上の完全系列の各項に対して detQ(O)[G]−(X−mγ | · )が，従って detQ(O)[G]−((t+1)−mγ | · )
が定義できる (この元は · = Q(O)(1)の場合は Q(O)[G]−[[t]]の元であり，それ以外は Zp[G]−[[t]]の元であ
る)．この determinantが完全系列に対して乗法的であることを示すのは易しい．従って次を得る．

detQ(O)[G]−((t+ 1)−mγ |Q(O)(1) ) · F(2.7)

= detZp[G]−((t+ 1)−mγ |Tp(∆K, T )− ) · detQ(O)[G]−((t+ 1)−mγ | (X+
S )
∗(1)⊗Zp Q(O) ).
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各 determinantの奇指標 χ ∈ Ĝによる像を決定しよう．

(その 1) detQ(O)[G](X −mγ |Q(O)(1) )

Proposition 2.20. Q(O)には G が自明に作用しているとする．以下 χは任意の Gの奇指標とする．

(1) Hχ−1ω, S(u(1 + t)−1 − 1) ∼ χ(detQ(O)[G]((t+ 1)−mγ |Q(O)(1) )) in O[[t]]

(2) µ(Hχ−1ω, S(u(1 + t)−1 − 1)) = 0

Proof . Q(O)(1)[X]はQ(O)[G][X]の直和因子であり，Q(O)(1)[X] = eω(Q(O)[G][X])が成り立つ．Q(O)(1)[X]

上では X − mγ 倍で，eχ(Q(O)[G][X]) (χ ̸= ω)上では恒等写像であるような Q(O)[G][X]じょうの写像は

(X − u)eω + (1− eω)であるから，detQ(O)[G](X −mγ |Q(O)(1) ) = (X − u)eω + (1− eω)である．ゆえに

detQ(O)[G]((t+ 1)−mγ |Q(O)(1) ) = teω + (1− ueω)であり，

χ(detQ(O)[G]((t+ 1)−mγ |Q(O)(1) ) =

t+ (1− u) (χ = ω)

1 (χ ̸= ω)

が成り立つ．明らかにこれはHχ−1ω, S(u(1 + t)−1 − 1)と単数倍を除いて等しい．後半は χ(detQ(O)[G]((t+

1)−mγ |Q(O)(1) )の表示より明らか．

(その 2) detQ(O)[G]−((t+ 1)−mγ |Tp(∆K,T )− ⊗Zp Q(O) )

Proposition 2.21.

(1) Tp(∆K, T ) ≃
⊕

v∈T Zp[[G]]/(δ(∞)
v )

(2) pdZp[G](Tp(∆K, T )) = 0

(3) δ
(∞)
T ∼ detZp[G]((t+ 1)−mγ |Tp(∆K, T )) in Zp[[G]]

(4) 任意の χĜに対して µ(χ(δ
(∞)
T )) = 0

Proof . (1) v ∈ T に対して vの上にある T の素点 w(v)を一つ固定する．

∆K,T ≃
⊕

w(v)∈T

(κ(w(v))× ⊗Z[[Gv]] Z[[G]])

より Zp[[G]]-加群としての同型

Tp(∆K, T ) ≃
⊕

w(v)∈T

(Tp(κ(w(v))
×)⊗Zp[[Gv]] Zp[[G]])

を得る．Tp(κ(w(v))×) = Zp(1)は巡回 Zp[[Gv]]-加群なのでAnnZp[[Gv]](Zp(1)) = (δ
(∞)
v )であることを示せば

良い．Gv は ϕ
(∞)
v によって生成されるから，AnnZp[[Gv]](Zp) = (1− ϕ

(∞)
v ) が成り立つ (Zpに Gv は自明に作

用させる)．ここで Zp[[Gv]]-加群としての同型 t−1 : Zp[[Gv]]
∼→ Zp[[Gv]](−1) ; σ 7→ cp(σ)

−1σ (σ ∈ Gv)によ
り，AnnZp[[Gv ]](Zp(1)) = t−1(AnnZp[[Gv ]](Zp)) が成り立つことが分かる．よって (1)が示された．

(2) ϕ
(∞)
v = ϕv · γα (α ∈ Zp)とおく．Zp[[G]] ≃ Zp[G][[t]]の中で δ

(∞)
v ∼ (ϕv · (1 + t)α −Nv)が成り立つ

が，任意の χ ∈ Ĝに対して χ(δ
(∞)
v ) ≃は O[[t]]の中で非零因子である．ゆえに δ

(∞)
v は Zp[G][[t]]の非零因

子である．よって (1)の同型より pdZp[[G]](Tp(∆K, T )) = 1である (δ
(∞)
v , v ∈ T が対角線にならぶ有限表示が
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とれるので)．従って，Tp(∆K, T )はG-c.t.である．Tp(∆K,T )が Zp-freeであることを考慮すれば Tp(∆K,T )

が射影的 Zp[G]-加群であることが分かる (cf. (variant of) Theorem 7, §5, Chap. IX in [29])．

(3) (1)より FittZp[[G]](Tp(∆K, T )) = (δ
(∞)
T ) である．(2)より Theorem 2.18が適用できて結論が従う．

(4) (3)より χ(δ
(∞)
T )は O[[t]]のmonicな多項式である．

(その 3) detQ(O)[G]−((t+ 1)−mγ | (X+
S )
∗(1)⊗Zp Q(O) )

Proposition 2.22. 任意の奇指標 χ ∈ Ĝに対して O[[t]]の中で次が成り立つ．

(1) Gχ−1ω, S(u(1 + t)−1 − 1) ∼ χ(detQ(O)[G]−((t+ 1)−mγ | (X+
S )
∗(1)⊗Zp Q(O) ))

(2) µ(Gχ−1ω, S(u(1 + t)−1 − 1)) = 0

Proof . (2)は (1)より直ちに従う．(1)を示す．L := X+
S ⊗Zp O，V := L ⊗O Q(O)とおく．X+

S が有限

生成 torsion Λ-加群であり，Zp-torsionを持たないことに注意すると，Lは有限階数自由 O-加群，V は有

限次元 Q(O)-ベクトル空間で Lは V の格子となる．任意の指標 χ ∈ Ĝに対して eχV の基底 xχ を固定す

る．Aγ, χを eχV 上の自己同型 mγ の xχに関する表現行列とする．mχ = rkO(L) = dimQ(O)(V )と置くと，

Aγ, χ ∈ GLmχ(O)である．Theorem 2.14より，

Gχ−1ω(t) = det((t+ 1)Imχ−1ω
−Aγ, χ−1ω)

が成り立つ．x∗χ ⊂ (eχV )∗ を xχ の双対基底とする．O[G][[Γ]]-加群として eχ(V
∗(1)) = (eχ−1ωV )∗ が成り

立つから，mγ の x∗χ ⊂ V ∗ に関する表現行列は cp(γ) · t(A−1γ, χ−1ω)と計算できる (V (1)∗ への作用は 2.2小

節で述べた通りである．V ∗ への作用は contravariantな作用を定義する；f ∈ V ∗, σ ∈ G x ∈ V に対して

(σf)(x) := f(σ−1x)). ゆえに，

χ(detQ(O)[G]−((t+ 1)−mγ | (X+
S )
∗(1)⊗Zp

Q(O) ))

= detQ(O)((t+ 1)−mγ | eχ(V ∗(1))

= detQ(O)((t+ 1)−mγ | (eχ−1ωV )∗)

= det((t+ 1)Imχ−1ω
− cp(γ) · t(A−1γ, χ−1ω))

∼ det(cp(γ)(t+ 1)−1Imχ−1ω
−Aγ, χ−1ω)

= Gχ−1ω, S(u(1 + t)−1 − 1)

Remark 2.23. (Tp(M)−)∗ = HomZp(Tp(M)−, Zp)に covariantなG-作用を定義する；f ∈ (Tp(M)−)∗, σ ∈
G, x ∈ Tp(M)−に対して σf(x) := f(σx)．Proposition 2.18を考慮しつつ，上の証明の計算と同様に双対基

底による表現行列を計算することで次の等号を得る (上の証明の中の V ∗とは違って covariantなGalois作用

を考えていることに注意)．

FittZp[[G]]−((Tp(M)−)∗) = FittZp[[G]]−(Tp(M)−).

(その 1)～(その 3)で得られた結果を考慮しつつ，(2.7)の両辺の χによる像を考えて O[[t]]の中で

Hχ−1ω, S(u(1 + t)−1 − 1)χ(F ) ∼ χ(δ
(∞)
T )Gχ−1ω, S(u(1 + t)−1 − 1)
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を得る．従って (2.6)より

χ(F ) ∼ χ(Θ)

を得る．F は Zp[G]−[[t]]のmonicな多項式であるから，任意の (奇)指標 χ ∈ Ĝに対して µ(χ(F )) = 0が成

り立つ．また (その 1)～(その 3)で示したことより任意の奇指標 χ ∈ Ĝに対して µ(χ(Θ)) = 0が従う．よっ

て Corollary 2.19より，Zp[G]−[[t]]の中で
F ∼ Θ

が成り立つ．
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math. J. (2), 33 (2) (1981), 263-288.

27



[16] Kida, Y., l-extensions of CM-fields and cyclotomic invariants, J. Number Theory, 12 (4) (1980),

519-528.

[17] Kurihara, M., Iwasawa theory and Fitting ideals, J. Reine Angew. Math. 561 (2003), 39-86.

[18] Kurihara, M., On stronger versions of Brumer’s conjecture, Tokyo Journal of Math. 34 (2011), 407-

428.

[19] Kurihara, M., Miura, T., Stickelberger ideals and Fitting ideals of class groups for abelian number

fields, Math. Annalen. 350 (2011), 549-575.

[20] Kurihara, M., Miura, T., Ideal class groups of CM-fields with non-cyclic Galois action, Tokyo Journal

of Math. 35 (2012), 411-439.

[21] Mazur, B., Wiles, A., Class fields of abelian extensions of Q, Invent. math. 76 (1984), 179-330.

[22] Nickel, A., On the equivariant Tamagawa number conjecture in tame CM-extensions, Math. Zeitschrift

268 (2011), 1-35.

[23] Nickel, A., On the equivariant Tamagawa number conjecture in tame CM-extensions, II., Compos.

Math. 147 (2011), 1179-1204.

[24] Neukirch, J., Schmidt, A., Wingberg, K., Cohomology of Number Fields (2nd edition), Springer-

Verlag, 2008.

[25] Northcott, D. G., Finite free resolutions, Cambridge Univ. Press, Cambridge New York 1976.

[26] Popescu, C., On the Coates-Sinnott conjecture, Mathematische Nachrichten, 282 (2009), 1370-1390.

[27] Popescu, C., Integral and p-adic refinements of the abelian Stark conjecture, In The Arithmetic of

L-functions, The IAS-Park City Math. Series, Vol.18 The American Math. Society, 2011. Popescu,

C., Rubin, K., Silverberg, A., editors.

[28] Sands, J. W., Galois groups of exponent two and the Brumer-Stark conjecture, J. Reine Angew. Math.

349 (1984), 129-135.

[29] Serre, J.-P., Corps Locaux, Hermann, Paris 1968 (troisième édition).
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