
”FAMILIES OF GALOIS REPRESENTATIONS AND SELMER GROUPS”

の第１章の概説の講演のレジュメ

平野　雄一

0. 講演の目的

Gを群とし, AをHensel局所環とする. mをAの極大イデアルとし, κをAの剰余体とする.
本講演の主な目的は, J. Bellaiche氏とG. Chenevier氏の文献 ”Families of Galois represen-

tations and Selmer groups” の第１章に基づき, 剰余して無重複な擬指標から表現の拡大を構
成することである. つまり, 群環 A[G]から Aへの d次元擬指標 T : A[G] → Aが剰余して無
重複とする:

T ⊗A κ = tr ◦ (ρ1 ⊕ · · · ⊕ ρr)

(定義 1.6). 但し, 擬指標は Taylor氏, Nyssen氏, Rouquier氏によって導入されたもの (定義
1.1)で, Wiles氏による擬表現の一般化である. このとき, 各 i, j に対し, 表現の拡大 [V ] ∈
Ext1κ[G](ρj , ρi)を構成することが目的である:

0 → ρi → V → ρj → 0.

1. 記号と定義

擬指標の定義と主結果を述べるために, 記号を準備する.
本講演で扱う環や代数はすべて結合的で単位元をもつとする. 但し, 可換とは限らない. ま

た, 環や代数の射は単位元を保つとする.
A,m, κは冒頭で述べた通りとする. Rを (可換とは限らない) A代数とする. Rの d次元表

現をRから行列代数Md(A)へのA代数の準同型とする.
T : R→ AをA線形な中心的関数とする:

各 x, y ∈ Rに対し, T (xy) = T (yx).

整数 n ≥ 1に対し, Sn(T ) : R
n → Aを次で定める: x = (x1, · · · , xn) ∈ Rnに対し,

Sn(T )(x) =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)T σ(x).

但し, σは n次対称群Snの元をわたり, sgn(σ)は σの符号とし, T σ : Rn → Aを次で定める:

巡回置換 σ =

(
j1 j2 · · · jm−1 jm
j2 j3 · · · jm j1

)
∈ Snに対し,

T σ(x) = T (xj1 · · ·xjm)

とする. 一般のσ ∈ Snに対し, σを互いに共通の文字を含まない巡回置換σiの積の形σ =
∏

i σi
で表し,

T σ(x) =
∏
i

T σi(x)

とする.
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定義 1.1. Rの d次元擬指標 (pseudocharacter) T : R → Aを次の３条件 (i), (ii), (iii)をみた
すA線形な中心的関数として定める:

(i) T (1) = d;
(ii) 各 x ∈ Rd+1に対し, Sd+1(T )(x) = 0;
(iii) d! ∈ A×.

Rの d次元擬指標全体を PsCd(R,A)と書く.

T ∈ PsCd(R,A)と x ∈ Rに伴うA係数 1変数多項式 Px,T (X)を次で定める:

Px,T (X) = Xd +

d∑
k=1

(−1)k

k!
Sk(T )(x, · · · , x)Xd−k ∈ A[X].

定義 1.2. T ∈ PsCd(R,A)とする. T が Cayley-Hamiltonであることを次で定める:

各 x ∈ Rに対し, Px,T (x) = 0.

この組 (R, T )を Cayley-Hamilton代数という.

事実 1.3. T ∈ PsCd(R,A)とすると, 各 x, y ∈ Rに対し,

Sd+1(x, · · · , x, y) = (−1)dd! · T (Px,T (x)y).

例 1.4. ρ : R→ Md(A)を d次元表現とする. 通常のトレース tr : Md(A) → Aに対し,

T = tr ◦ ρ

とおく. このとき, T ∈ PsCd(R,A) である. Px,T (X) は ρ(x) の特性多項式であり, 次の
Cayley-Hamilton恒等式が成り立つ:

各 x ∈ Rに対し, Px,T (x) = 0.

例 1.5. T ∈ PsCd(R,A)とする. S = R/ ker(T )とおく. 但し, ker(T )は T の核とする:

ker(T ) = {x ∈ R |各 y ∈ Rに対し, T (xy) = 0}.

T : R → Aから自然に誘導される射も T : S → Aとかく. このとき, T ∈ PsCd(S,A)である.
さらに, T は Cayley-Hamiltonである.

定義 1.6. T ∈ PsCd(R,A)とする. T が剰余して無重複 (residually multiplicity-free)とは次
をみたす絶対既約表現 ρi : R→ Mdi(κ) (1 ≤ i ≤ r)が存在することとして定める:

(i) 各 i ̸= jに対し, ρi ≇ ρj ;
(ii) T ⊗A κ = tr ◦ (ρ1 ⊕ · · · ⊕ ρr).

2. 主結果

以上の記号と定義のもとで, 主結果を述べる.

(主結果１) T ∈ PsCd(R,A)が Cayley-Hamiltonかつ剰余して無重複と仮定する.

(1)次の６条件 (i)から (vi)をみたす冪等元 e1, · · · , er ∈ Rと ρ̄i|eiReiの持ち上げψi : eiRei
≃−→

Mdi(A)が存在する:
(i) e1 + · · ·+ er = 1, eiej = δi,jei (但し, δi,j はKroneckerのデルタとする);
(ii) 各 iに対し, T (ei) = di;
(iii) 各 x ∈ Rに対し, T (eixei) ≡ tr ◦ ρ̄i(x) (modm);
(iv) 各 x, y ∈ R, 各 i ̸= jに対し, T (eixejyei) ∈ m;
(v) 各 x ∈ Rに対し, T (eixei) = tr ◦ ψi(eixei);
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(vi) Rのある部分A加群Ai,j が存在して次をみたす: 各 i, j, kに対し,

Ai,jAj,k ⊂ Ai,k, T : Ai,i
≃−→ A, T (Ai,jAj,i) ⊂ m;

eiRej ≃ Mdi,dj (Ai,j).

特に, A代数として次の同型が存在する:

R ≃


Md1(A) · · · Md1,di(A1,i) · · · Md1,dr(A1,r)

...
. . .

...
. . .

...
Mdi,d1(Ai,1) · · · Mdi(A) · · · Mdi,dr(Ai,r)

...
. . .

...
. . .

...
Mdr,d1(Ar,1) · · · Mdr,di(Ar,i) · · · Mdr(A)

 .

(2) Aが被約かつ全商環K が有限個の体の直積とする. S = R/ ker(T )とし, Ai,j を (1)(vi)
で述べた Sの部分A加群とする. このとき, 各Ai,j はKの分数イデアルである. つまり, 非零
因子 f ∈ Aが存在し, fAi,j ⊂ Aが成り立つ.

(主結果２) T ∈ PsCd(R,A)を剰余して無重複とする. S = R/ ker(T )とし, ei (resp. Ai,j)

を主結果１で述べた冪等元 (resp. Sの部分A加群)とする. P = (P1, · · · ,Ps)を {1, · · · , r}の
分割とする: {1, · · · , r} = P1

⨿
· · ·

⨿
Ps. IP を分割P に伴うAのイデアルとして次で定める:

IP =
∑

(k1,k2)

Ak1,k2Ak2,k1 ⊂ A.

但し, (k1, k2)は同じ分割Pmに入らない整数の組をわたり, 同型Ak1,k1 ≃ Aのもとで, IP をA
のイデアルとみなす.
各 ℓに対し, 冪等元 fPℓ

∈ Sを次で定める:

fPℓ
=

∑
n∈Pℓ

en.

擬指標 TPℓ
: R→ Aを次の合成で定める:

R↠ S ↠ fPℓ
SfPℓ

T−→ A.

但し, １つ目の射は自然な全射, ２つ目の射は x 7→ fPℓ
xfPℓ

で定め, 最後の射は T : S → Aを
fPℓ

SfPℓ
に制限したものとする.

以上の設定のもと, 次の２つの主張が成立する:
(1) J をAのイデアルとする. 次の２条件 (a), (b)は同値である:
(a) J ⊃ IP ;
(b) 各 ℓに対し, TPℓ

⊗A A/J は非自明で次の性質 (decP)をみたす:
(decP) (i) T ⊗A A/J =

∑s
ℓ=1 TPℓ

⊗A A/J ;

(ii) 各 ℓに対し, TPℓ
⊗A κ =

∑
n∈Pℓ

tr ◦ ρn.
(2) i ∈ {1, · · · , r}とし, P を {i}を含む {1, · · · , r}の分割とする. J を Aのイデアルで

J ⊃ IP とする. このとき, ある表現 ρi : R/J ↠ Mdi(A/J)が存在して次をみたす:

T{i} = tr ◦ ρi;
ρi ⊗A κ = ρi.
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(主結果３) 主結果２と同じ記号を用いる. i, j ∈ {1, · · · , r}を i ̸= j とし, P を {i}, {j}
を含む {1, · · · , r}の分割とする. A′

i,j をAi,j の部分A加群として次で定める:

A′
i,j =

∑
k ̸=i,j

Ai,kAk,j ⊂ Ai,j .

(1) 主結果２ (2) と同じ記号のもとで, 次をみたす単射 ιi,j : HomA(Ai,j/A′
i,j , A/J) ↪→

Ext1R/J(ρj , ρi)が存在する:

HomA(Ai,j/A′
i,j , A/J)

≃
))SSSSSSSSSSSSSS

� �
ιi,j // Ext1R/J(ρj , ρi)

Ext1S/J(ρj , ρi)

) 	

77nnnnnnnnnnnn

.

(2)ある射影的 S 加群Mj が存在して次をみたす: 各 f ∈ HomA(Ai,j/A′
i,j , A/J)に対し,

Mj/J ⊕ ρiのある部分 S加群Qが存在して次をみたす:
(i) 拡大 ιi,j(f) ∈ Ext1S/J(ρj , ρi)は次の形でかける:

0 → ρi →
Mj/J ⊕ ρi

Q
→ ρj → 0.

(ii) Qの任意の単純 S部分商は, ある k ̸= jに対し, ρkと同型になる.

3. 主結果の証明の鍵

主結果の証明の鍵は, 剰余して無重複という仮定のもとで, 各 iにおける行列代数Mdi(κ)の
冪等元 (基本行列)を持ち上げることである. それは次の持ち上げ定理に基づく:

持ち上げ定理 (東屋) AをHensel局所環とする. RをA上整とする. R̃ = R/J(R)とする.

但し, J(R)はRの Jacobson根基とする. {ẽi,j}1≤i,j≤nを次をみたす R̃の元の族とする:

ẽ1,1 + · · ·+ ẽn,n = 1, ẽi,j ẽk,ℓ = δj,kẽi,ℓ.

このとき, Rの元の族 {ei,j}1≤i,j≤nが存在し, 各 ei,j は ẽi,j の持ち上げで次をみたす:

e1,1 + · · ·+ en,n = 1, ei,jek,ℓ = δj,kei,ℓ.


