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1. 記号

本稿で用いる主な記号は以下の通り:

p :素数,

Q ↪→ C ∼= Qpを固定,

| · |p : Qp → {0} ∪ pQ : |p|p = p−1と正規化した付値,

p :=

4 (p = 2),

p (p > 2),

∆(N) :=

{(
a b

c d

)
∈M2(Z)

∣∣∣∣∣ c ≡ 0 mod N

(a,N) = 1, ad− bc > 0

}
,

Γ0(N) :=

{(
a b

c d

)
∈ SL2(Z)

∣∣∣∣c ≡ 0 mod N

}
,

Γ1(N) :=

{(
a b

c d

)
∈ SL2(Z)

∣∣∣∣c ≡ 0, d ≡ 1 mod N

}
,

1



2 石川 勲

H := {z ∈ C|Im(z) > 0} :上半平面,

ω : Z×
p → (Zp/pZp)× → Z×

p : Teichmüller指標 (練習 1.1)

:しばしば法 pのDirichlet指標ともみなす,

⟨·⟩ : Z×
p → 1 + pZp;x 7→ xω(x)−1,

u := 1 + p ∈ Z×
p : 1 + pZpの位相的生成元

i.e. Zp ∼= 1 + pZp; x 7→ ux :=

∞∑
n=1

x(x− 1) . . . (x− n+ 1)

n!
pn,

χ : (Z/NZ)× −→ Q×
: N を法として定義されたDirichlet指標 (Dirichlet character),

1N : (Z/NZ)× −→ {1} ⊂ Q×
:N を法とした自明Dirichlet指標.

また, N を法としたDirichlet指標 χに対して以下のように定める.

(1) (N, r) > 1なる整数 rに対して,

χ(r) = 0

とすることにより χを整数上の関数 χ : Z → Cと見なす.

(2) δ =

(
a b

c d

)
∈ ∆(N)に対して

χ(δ) := χ(a)

と定義することにより, ∆(N)から C×
p への半群としての準同型としばしばみなす.

(3) 部分環A ⊂ C, Qp or Fpに対して

A[χ] := A[{χ(c)}c∈(Z/NZ)× ]

とする.

さらに,

logp : Q
×
p → Qp

を次で特徴付けられる連続群準同型 (p進対数写像と呼ぶ)とする:

logp(1 + s) =

∞∑
n=1

(−1)nsn

n
(|s|p < 1)

logp(p) = 0.

練習 1.1. pを奇素数とする. x̃ ∈ (Zp/pZp)×に対して, x ∈ Zp を x = x̃ mod pZpなる元とする.

この時

lim
n→∞

xp
n

は収束し, 収束先は xの取り方に依らないことを示せ. この収束先を ω(x̃)と定義する (p = 2の時

は, ωは自然な射 (Z2/4Z2)
× = {1,−1} ↪→ Z×

2 で定義する).
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2. §7.1. p-adic families of Eisenstein series

2.1. 保型形式 (modular form)とHecke作用素. この節では今回の講演で用いる保型形式に関

する知識を簡単に復習する. 必要に応じて参照してもらいたい. 基本的に命題や定理等の証明

は与えない. k ≥ 1, f : H −→ CをH 上の連続関数とし, 任意の det(γ) > 0となるような

γ =

(
a b

c d

)
∈ GL2(R)に対して

f |kγ(z) := det(γ)k−1(cz + d)−kf(γ · z)

と定める. ここで, γ · zは分数変換である. 以下, 任意の γ ∈ Γ1(N)に対し, f |kγ = f を仮定する.

任意の α ∈ SL2(Z)に対して, ある L ∈ Z>0が存在して

f |kα

(
1 L

0 1

)
(z) = f |kα(z + L) = f |kα(z)

を満たす（練習 2.3）. このような Lの中で最小のものをLα ∈ Z>0と置くと, 次の形の Fourier級

数展開を持つ:

f |kα(z) =
∑
n∈Z

a(n, f |kα)e2πinz/Lα . (2.1)

以上を踏まえて, 保型形式の空間を定義する.

定義 2.1 (保型形式の空間). k ≥ 1 ∈ Z, N ∈ Z>0とし χ : (Z/NZ)× −→ Q×
をDirichlet指標とす

る. この時, 重さ k, レベルN , 指標 χの保型形式の空間を

Mk(Γ0(N), χ) :=

 f : H −→ C
:解析関数

χ(γ)f |kγ = f for γ ∈ Γ0(N), かつ

Fourier展開 (2.1)において

a(n, f |kα) = 0 for n < 0, α ∈ SL2(Z)


と定義し, 重さ k, レベルN , 指標 χの尖点（カスプ）形式 (cusp form)の空間を

Sk(Γ0(N), χ) :=

 f : H −→ C
:解析関数

χ(γ)f |kγ = f for γ ∈ Γ0(N), かつ

Fourier展開 (2.1)において

a(n, f |kα) = 0 for n ≤ 0, α ∈ SL2(Z)


と定義する.

注意 2.2. Mk(Γ0(N), χ)及び Sk(Γ0(N), χ)は C上有限次元である.

練習 2.3. 関数 f : H −→ Cについて 任意の γ ∈ Γ1(N)に対して f |kγ = f を仮定する. 任意の

α ∈ SL2(Z)に対して, ある L ∈ Z>0が存在して

f |kα

(
1 L

0 1

)
(z) = f |kα(z + L) = f |kα(z)

を満たす事を示せ.

上の定義から保型形式 f ∈ Mk(Γ0(N), χ)は

f(z) =

∞∑
n=0

a(n, f)qn (q = e2πiz).
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なる展開を持ち (q-展開と呼ぶ)自然にC係数形式的冪級数環C[[q]]の元と思うことができる (qを

不定元とみなしている). Mk(Γ0(N), χ), Sk(Γ0(N), χ) ⊂ C[[q]]と見なし保型形式の”係数”の概念

を得る:

定義 2.4. 重さ k, レベルN , 指標 χの Z[χ]係数保型形式の空間及び尖点形式の空間を

Mk (Γ0(N), χ;Z[χ]) := Mk(Γ0(N), χ)
∩

Z[χ][[q]],

mk (Γ0(N), χ;Z[χ]) :=
{
f ∈ Mk(Γ0(N), χ)

∣∣∣a(1, f) ∈ Q[χ], a(n, f) ∈ Z[χ] for n > 0
}
,

Sk (Γ0(N), χ;Z[χ]) := Sk(Γ0(N), χ)
∩

Z[χ][[q]]

と定義する. さらに, Aを Z[χ]代数とする. この時, A係数保型形式, 及び, 尖点形式の空間を

Mk (Γ0(N), χ;A) := Mk (Γ0(N), χ;Z[χ])⊗Z[χ] A,

mk (Γ0(N), χ;A) := mk (Γ0(N), χ;Z[χ])⊗Z[χ] A,

Sk (Γ0(N), χ;A) := Sk (Γ0(N), χ;Z[χ])⊗Z[χ] A

と定義する.

注意 2.5. Mk(Γ0(N), χ;A),mk(Γ0(N), χ;A),Sk(Γ0(N), χ;A)はA上平坦かつ有限生成である.

注意 2.6. Z[χ] ⊂ A ⊂ Cの時,

Mk (Γ0(N), χ;A) = Mk(Γ0(N), χ)
∩
A[[q]],

mk (Γ0(N), χ;A) =
{
f ∈ Mk(Γ0(N), χ)

∣∣∣a(1, f) ∈ Frac(A), a(n, f) ∈ A for n > 0
}
,

Sk (Γ0(N), χ;A) = Sk(Γ0(N), χ)
∩
A[[q]]

が成立する.

次にHecke作用素を定義する.

定義 2.7. lを素数として, 集合 Γ0(N)

(
1 0

0 l

)
Γ0(N)の左剰余類分解を

Γ0(N)

(
1 0

0 l

)
Γ0(N) =

r⊔
j=1

Γ0(N)γj

とする. この時 f ∈ Mk(Γ0(N), χ)に対してHecke作用素 T (l)を

f |T (l) :=
r∑
j=1

χ(γj)f |kγj

と定義する. さらに, T (1) = idとし, m > 1に対して T (lm)を帰納的に

T (lm) := T (l)T (lm−1)− χ(l)lk−1T (lm−2)

によって定め (特に, l|N ならば, T (lm) := T (l)m), 任意の n ∈ Z>0に対して, n = pm1
1 . . . pmr

r と

素因数分解とするとき

T (n) :=
r∏
j=1

T (p
mj

j )

と定義する. ここで, l1, l2を異なる素数とする時, T (lm1
1 )と T (lm2

2 )は可換である (例えば, 下の命

題 2.9を用いて証明できる). したがって, T (n)は素因数分解の順番によらず well-definedである.



整数論 SAMA- SUKU-RU レジュメ 5

練習 2.8. 任意の素数 qに対して Hecke作用素 T (q)は左剰余類分解の代表系 {γj}の取り方によ
らないことを示せ. さらに

f |T (q) ∈ Mk(Γ0(N), χ)

となることを確かめよ.

Hecke作用素を q展開の係数で表現すると以下の命題のようになる:

命題 2.9. f ∈ Mk(Γ0(N), χ)とする. n ∈ Z>0に対して

a(m, f |T (n)) =
∑

0<b|(m,n)

χ(b)bk−1a
(mn
b2
, f
)

となる.

したがって 次を得る:

Sk(Γ0(N), χ)|T (q) ⊂ Sk(Γ0(N), χ),

Mk(Γ0(N), χ;Z[χ])|T (q) ⊂ Mk(Γ0(N), χ;Z[χ]).

定義 2.10. k ≥ 1, χを法N のDirichlet指標とする. 任意の Z[χ]代数Aに対して

Hk(Γ0(N), χ;A) := A[{T (l)⊗ 1}l] ⊂ EndA(mk(Γ0(N), χ;A)),

hk(Γ0(N), χ;A) := A[{T (l)⊗ 1}l] ⊂ EndA(Sk(Γ0(N), χ;A))

と定義する. これらはA係数Hecke環と呼ばれる.

Hecke環と保型形式は次の定理のような双対の関係にある:

定理 2.11. k ≥ 1, χを法N のDirichlet指標, Aを平坦な Z[χ]代数とする. この時

mk(Γ0(N), χ,A)⊗Hk(Γ0(N), χ;A) −→ A; f ⊗ T 7→ a(1, f |T ),

Sk(Γ0(N), χ,A)⊗ hk(Γ0(N), χ;A) −→ A; f ⊗ T 7→ a(1, f |T )

は perfect pairing である. すなわち, 次の同型が成立する:

mk(Γ0(N), χ;A) ∼= HomA (Hk(Γ0(N), χ;A), A) ,

Hk(Γ0(N), χ;A) ∼= HomA (mk(Γ0(N), χ;A), A) ,

Sk(Γ0(N), χ;A) ∼= HomA (hk(Γ0(N), χ;A), A) ,

hk(Γ0(N), χ;A) ∼= HomA (Sk(Γ0(N), χ;A), A) .

2.2. Eisenstein級数. k ≥ 1を整数, χ : (Z/NZ)× → Q×
をN を法とした原始的 Dirichlet指標

とし, 以下を仮定する:

χ(−1) = (−1)k.

重さ k, 指標 χの Eisenstein級数を

Ek(z, χ) := 2−1L(1− k, χ) +

∞∑
n=1

σk−1,χ(n)q
n

=
if k>2(練習 2.13)

{
Nk(k − 1)!

2τ(χ−1) (−2πi)k

} ∑
(m,n)̸=(0,0)

χ−1(n)

(mNz + n)k
,
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と定義する. ここで

L(s, χ) : Dirichletの L-関数

=

∞∑
n=1

χ(n)

ns
for Re(s) > 1,

τ(χ−1) :=

N∑
r=1

χ−1(r)e2πir/N ,

σk−1,χ(n) :=
∑
0<d|n

χ(d)dk−1

である. この時 k ̸= 2または χ ̸= 11の時,

Ek(z, χ) ∈ Mk (Γ0(N), χ;Q[χ])

が成立する (練習 2.14, 2.15).

注意 2.12. k = 2, χ = 11の時, z = x+ yi

E∗
2(z) :=

1

8πy
+ E2(z, 11)

と置くと, E∗
2(z)は解析的ではないが, γ ∈ Γ0(1)に対して

E∗
2(z)|2γ = E∗

2(z)

が成立する.

練習 2.13. π cot(πz) := πi
eπiz + e−πiz

eπiz − e−πiz
= πi

(
−1− 2

∞∑
n=1

e2πinz

)
に関する以下の公式

π cot(πz) = z−1 +
∞∑
n=1

{
1

z + n
+

1

z − n

}
において zでの微分を考えることにより, k ≥ 2の時,

∞∑
n=−∞

1

(z + n)k
=

(−2πi)k

(k − 1)!

∞∑
n=1

nk−1e2πinz

が成立することを示せ. また, これを用いて k > 2の時,

2−1L(1− k, χ) +

∞∑
n=1

σk−1,χ(n)q
n =

{
Nk(k − 1)!

2τ(χ−1) (−2πi)k

} ∑
(m,n) ̸=(0,0)

χ−1(n)

(mNz + n)k

を示せ.

練習 2.14. k > 2とする. この時,

Ek(z, χ) ∈ Mk (Γ0(N), χ;Q[χ])

を確かめよ.

練習 2.15. kを正の整数, χを法N の原始的な指標とする. 次の実解析的 Eisenstein級数

E(z, s, χ) := ys
∑

(c,d):互いに素

χ−1(d)

(cNz + d)k|cNz + d|2s
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のフーリエ展開を計算することにより, これは sに関して複素平面全体に有理型に解析接続でき,

さらに s = 0での値を見る事でEk(z, χ) + δχ,11
1

8πy は

E(z, 0, χ)

に定数倍を除いて一致することを示せ (示さなくて良い.....[M], §7.2.参照). ここで δχ,11 は Kro-

necker記号である.

練習 2.16. 任意の k ≥ 1と法N の原始的Dirichlet指標 χについて,

Ek(z, χ)− χ(p)pk−1Ek(pz, χ)

= 2−1(1− χ(p)pk−1)L(1− k, χ) +

∞∑
n=1

 ∑
0<d|n,(p,d)=1

χ(d)dk−1

 qn

を示せ. さらに全てのk ≥ 1と法N の原始的Dirichlet指標 χについて

Ek(z, χ)− χ(p)pk−1Ek(pz, χ) ∈Mk(Γ0(p), 1p)

を示せ (k ≤ 2の時は, [M], Theorem 7.2.16).

2.3. Eisenstein級数の p進族. 以下, aを偶数として原始的なDirichlet指標を

χ :=

ωa : (Zp/pZp)× → Q×
if a ̸= 0,

11 if a = 0
(2.2)

とする. 任意の s ∈ Zpに対して Zp[[X]]の元を

(1 +X)s :=
∞∑
m=0

(
s

m

)
Xm,

と定義する. ここで, (
s

m

)
:=

s(s− 1) · · · (s−m+ 1)

m(m− 1) · · · 1
.

練習 2.17. 任意の s ∈ Zp, m ∈ Zに対して(
s

m

)
∈ Zp

を示せ.

(d, p) = 1となる任意の d ∈ Zに対して

Ad(X) := d−1(1 +X)
logp(⟨d⟩)
logp(u) ,

と定義する. X = uk − 1と置くと

Ad(u
k − 1) = d−1u

k
logp(⟨d⟩)
logp(u)

= d−1⟨d⟩k

= ω(d)−kdk−1

となる. 次の定理を紹介する:
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定理 2.18 (p-adic L-functionの存在 [Wa], Theorem 5.11, Proposition 7.6, Theorem 7.10). ηを

Dirichlet指標とし, さらに偶指標 (すなわち, η(−1) = 1)とする. fη をその導手 (conductor)とし

て fη = pcpcαN 　 (c = 0 or 1, α ≥ 0, (N, p) = 1)とする.

η0 : (Z/pcNZ)× ↪→ (Z/pcNZ)× × (1 + pcZ/1 + pcpcαZ) = (Z/fηZ)×
η−→ Q×

と置く. この時, ある

Lp(η)(X) ∈

2Zp[η][[X]] if η0 ̸= 1pcN ,

2
X−η(u)+1Zp[η][[X]] if η0 = 1pcN

が存在して次を満たす: Dirichlet指標 ξに対して, fξ = pdpdβM (d = 0 or 1, β ≥ 0, (M,p) = 1)

とする時,

ϵ : (Z/fξZ)×
自然な射影−→ (1 + pdZ/1 + pdpdβZ) ↪→ (Z/fξZ)×

ξ−→ Q×

と置くと, 任意の k ≥ 1に対して,

Lp(η)(ξ(u)u
k − 1) = (1− ηϵω−k(p)pk−1)L(1− k, ηϵω−k)

が成立する. ここで, ηϵ = ωkの時は ηϵω−k(p) = 1とする.

さて, 任意の n > 0に対して,

Aχ(n;X) :=
∑

0<d|n,(p,d)=1

χ(d)Ad(X)

と定義する. すると級数 E(χ)(X) ∈ 1
XZp[[X]][[q]] (χ ̸= 11ならば ∈ Zp[[X]][[q]])が以下のように

して定義できる:

E(χ)(X) := 2−1Lp(χ) +
∞∑
n=1

Aχ(n;X)qn.

E(χ)について以下の定理が成立する.

定理 2.19. χや aは (2.2)の通りとする. この時, k ≡ a mod ϕ(p)を満たす任意の k ≥ 1に対

して

E(χ)(uk − 1) = Ek(z, 11)− pk−1Ek(pz, 11) ∈ Mk (Γ0(p), 1p;Q)

が成立する. さらに,

ψ = ψ0 · ϵ : (Z/ppαZ)× = (Z/pZ)× × (1 + pZ/1 + ppαZ) → Q×

を法 pαpの原始的なDirichlet指標とし,

ψ0 := ψ|(Z/pZ)××{1},

ϵ := ψ|{1}×(1+pZ/1+ppαZ)

と定義し, χ = ψ0を仮定する. α > 0または k ̸≡ a mod ϕ(p)ならば

E(χ)(ψ(u)uk − 1) = Ek(z;ψω
−k) ∈ Mk

(
Γ0(p

αp), ψω−k;Q[ψ]
)

が成立する.
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定理 2.20. χや aは (2.2)の通りとする.

ψ = ψ0 · ϵ : (Z/pαpZ)× = (Z/pZ)× × (1 + pZ/1 + pαpZ) → Q×

を法 pαpの原始的なDirichlet指標とし,

ψ0 := ψ|(Z/pZ)××{1},

ϵ := ψ|{1}×(1+pZ/1+pαpZ)

と定義し, χ = ψ0と仮定する. k ≥ 1に対して

E(ψ0)(ψ(u)u
k − 1) ∈

(ψ(u)uk − 1)−1Z(p)[ψ][[q]] if a = 0,

Z(p)[ψ][[q]] if a ̸= 0

が成立する.

練習 2.21. 定理 2.19, 2.20を確かめよ.

3. §7.2. The projection to the ordinary part

3.1. The ordinary idempotent.

補題 3.1. Rを剰余体が有限体である完備ネーターー局所環とし, AをR上有限かつ単位元をもつ

結合的代数とする. x ∈ Aとする時, 極限

e := lim
n→∞

xn!

が存在し

e2 = e

が成り立つ.

Proof. AをR[x]で置き換えることにより, Aは可換環であるとしてよい. Rは完備ネーター

局所環であるから特にヘンゼル環であるため, Aは R上有限な完備ネーター局所環の直積と同型

となる. 従って A = Rと仮定して良い. Rの極大イデアルを mとする. x ∈ mとすると明らか

に eは存在し, e = 0となる. x /∈ mの時, mを正の整数として xを (R/mm)×における像とする.

(R/mm)×は位数有限の群であるから

lim
n
xn!

は存在し 1に収束する. Rは完備なので結局 eも存在し e = 1となる. 後半の主張は上の証明から

明らかである. □

系 3.2. Rを剰余体が有限体である完備ネーター局所環とし, M を有限R加群とする. この時, 任

意の x ∈ EndR(M)について, e := lim
n→∞

xn!が存在して e2 = eが成立する. さらに xは eM を保

ち, x|eM : eM → eM は同型である.

練習 3.3. 上の系を証明せよ.

T (p) ∈ Hk(Γ0(p
α), χ;Zp[χ])に対して

e := lim
n
T (p)n! ∈ Hk(Γ0(p

α), χ;Zp[χ])

と定義する. 系 3.2 により極限 e が存在することが分かる. 任意の Zp[χ] 係数保型形式 f ∈
Mk (Γ0(p

α), χ;Zp[χ])に対して
f : ordinary ⇐⇒

def
f |e = f
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と定義する. また,

Hord
k (Γ0(p

α), χ;Zp[χ]) := eHk(Γ0(p
α), χ;Zp[χ]),

hordk (Γ0(p
α), χ;Zp[χ]) := ehk(Γ0(p

α), χ;Zp[χ]),

Mord
k (Γ0(p

α), χ;Zp[χ]) := Mk (Γ0(p
α), χ;Zp[χ]) |e,

Sordk (Γ0(p
α), χ;Zp[χ]) := Sk (Γ0(p

α), χ;Zp[χ]) |e

と定義する. 定理 2.11から以下が分かる:

HomZp[χ]

(
Hord
k (Γ0(p

α), χ;Zp[χ]),Zp[χ]
)
∼= Mord

k (Γ0(p
α), χ;Zp[χ]) ,

HomZp[χ]

(
hordk (Γ0(p

α), χ;Zp[χ]),Zp[χ]
)
∼= Sordk (Γ0(p

α), χ;Zp[χ]) .
3.2. ordinaryな保型形式の例.

χ : (Z/pαpZ)× → Zp[χ]×を法 ppαの原始的なDirichlet指標とする. この時, 次が成立する:

Ek(χ)|T (p) = σk−1,χ(p)Ek(χ) = Ek(χ).

練習 3.4.

Ek(χ)|T (p) = σk−1,χ(p)Ek(χ) = Ek(χ)

が成立することを命題 2.9を用いて示せ.

従って次を得る:

Ek(χ)|e = Ek(χ).

故に, Ek(χ)は ordinaryである.

β ≥ αとする時, Mord
k (Γ0(pp

β), χ;Zp[χ])⊗Zp Qpは次のような構造を持つことが知られている.

命題 3.5. χを法 ppαの原始的なDirichlet指標とする。この時 k ≥ 2, β ≥ αに対して, 次が成立

する:

Mord
k (Γ0(pp

β), χ;Zp[χ])⊗Zp Qp = Qp[χ] · Ek(χ)⊕ Sordk (Γ0(pp
β), χ;Zp[χ])⊗Zp Qp.

4. 群コホモロジーとEichler-志村同型

この章は次章で用いられる群コホモロジーと保型形式の関係についてまとめたものである. 次

章を読むに当たって必要に応じて参照してもらいたい.

4.1. 群コホモロジーの一般論.

定義 4.1 (群コホモロジー). Γを群とし, M を右 Z[Γ]加群とする. この時

Cn(Γ,M) := {f : Γn −→M : 写像}

とし

dn : Cn(Γ,M) −→ Cn+1(Γ,M)

を f ∈ Cn(Γ,M)に対して

dnf(γ1, . . . , γn+1) := f(γ1, γ2, . . . , γn)γn+1 +
n−1∑
r=0

(−1)r+1f(γ1, . . . , γn−rγn−r+1, . . . , γn+1)

+ (−1)n+1f(γ2, . . . , γn+1)
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と定義する. この時, 任意の nに対して

dn+1 ◦ dn = 0

が成立し, {(Cn, dn)}iは複体を成す. この複体から定まる n次コホモロジー群を

Hn(Γ,M)

と書き, 群コホモロジーと呼ぶ.

注意 4.2. 次の同型が成立する:

ExtnZ[Γ](Z,M) ∼= Hn(Γ,M).

すなわち, M 7→ Hn(Γ,M)は左完全関手

(右 Γ-Mod) → (Ab);M 7→MΓ :=
{
x ∈M

∣∣xγ = x for any γ ∈ Γ
}

から定まる n次右導来関手である.

部分群の群コホモロジーを考えると以下のような制限写像が定義される:

定義 4.3. Γ,Γ′を群とし Γ′ ⊂ Γとする. M を右 Z[Γ]加群とする. この時, 定義域の制限によって

定まる自然な複体の準同型

Cn(Γ,M) −→ Cn(Γ′,M); f 7→ f |Γ′n

から導かれるコホモロジーの準同型を

resΓΓ′ : Hn(Γ,M) −→ Hn(Γ′,M)

と定義する.

群コホモロジーのHecke作用素を以下のように定義する:

定義 4.4 (Hecke作用素). Γ1,Γ2,Γ3を群とし, Γ1,Γ2 ⊂ Γ3なる関係をもつとする. さらに σ ∈ Γ3

に対して以下を仮定する (Γ1, σ
−1Γ2σは commensurableであるという).

[Γ1 : Γ1 ∩ σ−1Γ2σ], [σ
−1Γ2σ : Γ1 ∩ σ−1Γ2σ] <∞.

M を右 Z[Γ1,Γ2, σ]加群とする (すなわち, M は Γ1, Γ2, σで生成される, Γ3の部分半群による右

作用をもつとする). この時, 群コホモロジー間の射

[Γ2σΓ1] : H
n(Γ2,M) −→ Hn(Γ1,M)

が次のように定義される. まず, 左剰余類集合

Γ2\Γ2σΓ1

の代表系を {σj}mj=1とし, 任意の γ ∈ Γ1に対して

Γ2σjγ
−1 = Γ2σj(γ)

として σj(γ)を定める時, [f ] ∈ Hn(Γ2,M)に対して (f ∈ Cn(Γ2,M)),

[Γ2σΓ1]([f ]) :=

(γi)ni=1 7→
m∑
j=1

f
(
(σj(γi)γiσ

−1
j )ni=1

)
σj


と定義し,

[f ]
∣∣[Γ2σΓ1] := [Γ2σΓ1]([f ])
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と書く. このようにして定まる準同型を総称してHecke作用素と呼ぶことにする.

練習 4.5. 定義 4.4が well-definedであることを示せ (下の注意 4.6も参照).

注意 4.6. 記号は定義 4.3, 4.4の通りとする. 制限写像及び [Γ2σΓ1]はそれぞれ 0次右導来関手間

の自然変換

MΓ ↪→MΓ′
;x 7→ x (M は右 Z[Γ]加群),

NΓ2 → NΓ1 ;x 7→
m∑
j=1

xσj (N は右 Z[Γ1,Γ2, σ]加群)

から一意的に拡張される右導来関手の自然変換である.

4.2. Γ0(pp
α)の群コホモロジーとEichler-志村同型. 以下では Γは Γ0(pp

α)なる形の群のみを考

える（より一般の群でも同様の定理が成立する. [S], Chapter 8). また

∆(ppα) :=

{(
a b

c d

)
∈M2(Z)

∣∣∣∣∣c ∈ ppαZ, (a, p) = 1, ad− bc > 0

}
であることを思い出す. P1(Q)に対して Γを分数変換で作用させるとき, s ∈ P1(Q)の固定部分群

を Γsとする.

定義 4.7. M を Γ加群とする. この時パラボリック群コホモロジーを

H1
P (Γ,M) := Ker

 ∏
s∈P1(Q)

resΓΓs
: H1(Γ,M) −→

∏
s∈P1(Q)

H1(Γs,M)


によって定義する.

M を右∆(ppα)加群とする. 任意の素数 lに対して

T (l) :=

[
Γ0(pp

α)

(
1 0

0 l

)
Γ0(pp

α)

]
: Hn(Γ0(pp

α),M) −→ Hn(Γ0(pp
α),M),

T (l, l) =


Γ0(pp

α)

 l 0

0 l

Γ0(pp
α)

 if l ̸= p,

0 if l = p

と定義する. さらに, T (1) = idとし, m > 1に対して T (lm)を帰納的に

T (lm) := T (l)T (lm−1)− lT (l, l)T (lm−2)

によって定め, 任意の n ∈ Z>0に対して, n = pm1
1 . . . pmr

r と素因数分解とするとき

T (n) :=

r∏
j=1

T (p
mj

j )

と定義する. ここで, l1, l2を異なる素数とする時, T (lm1
1 )と T (lm2

2 )は可換であることが知られて

いることに注意する.

注意 4.8.

T (lm) =

[
Γ0(pp

α)

(
1 0

0 lm

)
Γ0(pp

α)

]
である.
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定義 4.9 (L(n, ψ;R)の定義). Rを環, ψ : ∆(ppα) −→ R× を半群の準同型とする. この時, 右

∆(ppα)加群 L(n, ψ;R)を

L(n, ψ;R) :=
n⊕
i=0

RXiY n−i ⊗ ψ,

すなわち, R加群としては, R係数 2変数 n次斉次多項式全体の空間であり, f(X,Y )を R係数 2

変数 n次斉次多項式として γ =

(
a b

c d

)
∈ ∆(ppα)とした時に,

f(X,Y )γ := ψ(γ)f(aX + bY, cX + dY )

によって∆(ppα)の右作用を定める.

k ≥ 2, χを法 ppαのDirichlet指標とする. γ ∈ Γ, z ∈ H , f ∈ Mk(Γ, χ)⊕ Sk(Γ, χ)cに対して

ϕz(f)(γ) :=

∫ γ−1z

z
f(w)(X − wY )k−2dw ∈ L(k − 2, χ;C)

とする. ここで χは χの複素共役であり,

Sk(Γ, χ)c :=
{
f(−z)

∣∣∣ f ∈ Sk(Γ, χ)
}

と定義する. また,

χ(

(
a b

c d

)
) = χ(a)

により χを∆(ppα)上の準同型とみなしている.

補題 4.10. 記号を上の通りとする. この時, ϕz(f) ∈ C1 (Γ, L(k − 2, χ;C))に関して次が成立する:

ϕz(f) ∈ Ker(d1) for z ∈ H ,

ϕz(f)− ϕz′(f) ∈ Im(d0) for z, z′ ∈ H ,

ϕz(f |T (n))− ϕz(f)|T (n) ∈ Im(d0) for n > 0.

練習 4.11. 上の補題を証明せよ.

上の補題から, 写像

Φ : Mk(Γ, χ)⊕ Sk(Γ, χ)c −→ H1(Γ, L(k − 2, χ;C)); f 7→ ϕz(f)

は zの取り方によらない well-definedな Z[{T (l)}l]加群としての準同型である.

定理 4.12 (Eichler-志村同型). 上の準同型 Φは同型写像である. さらに

Φ(Sk (Γ, χ)⊕ Sk(Γ, χ)c) = H1
P (Γ, L(k − 2, χ;C))

が成立する.

最後に, 本講演で使う重要な命題を二つ紹介しておく.

命題 4.13 ([S], Proposition 8.6). 自然な射を

j : H1 (Γ, L(n, χ;Z[χ])) −→ H1 (Γ, L(n, χ;Q[χ]))

とする時, Ker(j)は有限アーベル群であり

Im(j)⊗Z[χ] Q[χ] ∼= H1(Γ, L(n, χ;Q[χ]))

となる.
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命題 4.14 ([LFE], Chapter 6, Proposition 1. + α). 任意の右 Z(p)[Γ]加群M に対して

H2(Γ,M) = 0

が成立する.

5. ordinary partの次元の不変性

5.1. 主定理と補題. この章では次の定理を証明する.

定理 5.1. 任意の k ≥ 2, 法 ppαのDirichlet指標 χに対して

rankZp[χ]H
ord
k (Γ0(pp

α), χω−k;Zp[χ]) = rankZp[χ]M
ord
k

(
Γ0(pp

α), χω−k;Zp[χ]
)

= rankZpMord
2

(
Γ0(p), χ0ω

−2;Zp
)
,

rankZp[χ]h
ord
k (Γ0(pp

α), χω−k;Zp[χ]) = rankZp[χ]S
ord
k

(
Γ0(pp

α), χω−k;Zp[χ]
)

= rankZpSord2

(
Γ0(p), χ0ω

−2;Zp
)

が成立する. ここで χ0は合成

χ0 : (Z/pZ)× ↪→ (Z/pZ)× × (1 + pZ/1 + ppαZ) = (Z/ppαZ)× χ−→ Q×

によって定義される.

証明の前に二つの補題を証明する:

補題 5.2. Rを剰余体が有限である完備ネーター局所環とし, ψ : ∆(ppα) −→ R×を半群の準同型

とする. この時, 任意の β ≥ αに対して, 制限写像

eH1(Γ0(pp
α), L(n, ψ;R))

res
Γ0(ppα)

Γ0(ppβ)
// eH1

(
Γ0(pp

β), L(n, ψ;R)
)

は同型である. ここで e := limn T (p)
n!である (系 3.2も参照).

Proof. 一般に r ≥ β − αとすると次が成立する (下の練習 5.3):

Γ0(pp
β)

(
1 0

0 pr

)
Γ0(pp

α) =
⊔

c∈Z/prZ

Γ0(pp
β)

(
1 c

0 pr

)
.

この両側剰余類分解が誘導する射 (定義 4.4)[
Γ0(pp

β)

(
1 0

0 pr

)
Γ0(pp

α)

]
: H1(Γ0(pp

β), L(n, ψ;R)) −→ H1(Γ0(pp
α), L(n, ψ;R))

を考えると次の等式が導かれる (下の練習 5.4):

res
Γ0(ppα)

Γ0(ppβ)
◦

[
Γ0(pp

β)

(
1 0

0 pr

)
Γ0(pp

α)

]
= T (pr),[

Γ0(pp
β)

(
1 0

0 pr

)
Γ0(pp

α)

]
◦ resΓ0(ppα)

Γ0(ppβ)
= T (pr).

故に eを作用させると, 系 3.2により求める同型が証明される. □
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練習 5.3. r ≥ β − α ≥ 0とする時,

Γ0(pp
β)

(
1 0

0 pr

)
Γ0(pp

α) =
⊔

c∈Z/prZ

Γ0(pp
β)

(
1 c

0 pr

)

を証明せよ. （ヒント: σ :=

(
1 0

0 pr

)
とする.

Γ0(pp
β)\Γ0(pp

β)
(
σΓ0(pp

α)σ−1
)

を考えよ).

練習 5.4. 補題 5.2の証明における等式

res
Γ0(ppα)

Γ0(ppβ)
◦

[
Γ0(pp

β)

(
1 0

0 pr

)
Γ0(pp

α)

]
= T (pr),[

Γ0(pp
β)

(
1 0

0 pr

)
Γ0(pp

α)

]
◦ resΓ0(ppα)

Γ0(ppβ)
= T (pr)

を証明せよ.

補題 5.5. ψ : ∆(ppα) −→ Fp×を半群の準同型とし, ω : Γ0(pp
α)

ω−→ Zp[χ]× −→ Fpとする. ま

た, 右 Γ0(pp
α)加群の射(下の練習 5.6も参照)を

i : L(n, ψ;Fp) −→ L(0, ψωn;Fp); f(X,Y ) 7→ f(1, 0)

とする. この時, iから誘導される群コホモロジーの射の ordinary部分

ei∗ : eH
1(Γ0(pp

α), L(n, ψ;Fp)) −→ eH1(Γ0(pp
α), L(0, ψωn;Fp))

は同型である.

Proof. Γ = Γ0(pp
α)とおく. 完全列

0 → ker(i) → L(n, ψ;Fp)
i→ L(0, ψωn;Fp) → 0

から次の完全列が得られる:

H1(Γ, ker(i)) → H1(Γ, L(n, ψ;Fp))
i∗→ H1(Γ, L(0, ψωn;Fp)) → H2(Γ, ker(i)).

従って q = 1, 2に対して eHq(Γ, ker(i)) = 0を示せばよいが, 実際には任意の qについて示される.

実際, σ :=

(
1 0

0 p

)
とすると T (p) = [Γ0(pp

α)σΓ0(pp
α)]であり

ker(i) = ⟨Xn−1Y, . . . , Y n⟩Fp

であるので ker(i)において σは 0射である. T (p)の定義 (定義 4.4)から直ちに 任意の qに対して

eHq(Γ, ker(i)) = 0

となる. 故に ei∗は同型射である □

練習 5.6. Oを Zp上有限平坦代数とし, ψ1, ψ2 : ∆(ppα) −→ O×を半群の準同型とする. n1 ̸= n2

ならば,

HomΓ0(ppα) (L(n1, ψ1;O), L(n2, ψ2;O)) = {0}
であることを示せ (標数 0の世界ではウェイトを動かすような操作はできないことを表している).
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5.2. 主定理 (定理 5.1)の証明.

Proof. Zp[χ]の素元を一つ固定し, ϖとする. Hecke環と保型形式の rankの等式は定理 2.11

より直ちに従うから, 残りの等式のみ示す. また命題 3.5より, 任意の β ≥ c(χ) (c(χ)は χの導手

の pの指数)に対して,

rankZp[χ]S
ord
k

(
Γ0(pp

β), χω−k;Zp[χ]
)
= rankZp[χ]M

ord
k

(
Γ0(pp

β), χω−k;Zp[χ]
)
− 1

であるから,

rankZp[χ]M
ord
k

(
Γ0(pp

α), χω−k;Zp[χ]
)
= rankZpMord

2

(
Γ0(p), χ0ω

−2;Zp
)

のみを示せばよい. Eichler-志村同型 (定理 4.12)及び, 命題 3.5, 4.13により, 任意の k ≥ 2と法

ppβ のDirichlet指標 ηに対して

rankZp[η](eH
1(Γ0(pp

β), L(k − 2, η;Zp[η])) = 2rankZp[η]M
ord
k (Γ0(pp

β), η;Zp[η])− 1

が成立するから, 群コホモロジーに移って証明を行う. n = k−2, ψ := χω−n−2とし, Γ := Γ0(p
αp)

と置く. 完全列

0 −→ L(n, ψ;Zp[χ])
ϖ−→ L(n, ψ;Zp[χ]) −→ L(n, ψ;Fp) −→ 0

から次の完全列が得られる (ここで, ψ : Γ
ψ→ Zp[χ]×→Fp×と定義する):

H0(Γ, L(n, ψ;Fp)) −→ H1(Γ, L(n, ψ;Zp[χ]))[ϖ] −→ 0.

ここで (·)[ϖ] :=
{
x ∈ (·)

∣∣ϖx = 0
}
とおいた. 次の Fp系巣での等式

p−1∑
c=0

Xn−jY j

(
1 c

0 p

)
=

p∑
c=1

pj(X + cY )n−jY j =

∈ ⟨Xn−1Y, . . . , Y n⟩Fp if j = 0,

0 if j > 0

に注意すると, 定義 4.4及び練習 5.3により, H0(Γ, L(n, ψ;Fp))|T (p)2 = 0であるから特に

eH0(Γ, L(n, ψ;Fp)) = 0

であり, したがって

eH1(Γ, L(n, ψ;Zp[χ]))[ϖ] = 0

となる. これは eH1(Γ, L(n, ψ;Zp[χ]))がねじれを持たないことを示しており, 最初の完全列から

導かれる完全列

0 −→ H1(Γ, L(n, ψ;Zp[χ]))⊗Zp[χ] Fp −→ H1(Γ, L(n, ψ;Fp)) −→ H2(Γ, L(n, ψ;Zp[χ]))

を考えると, H2(Γ, L(n, ψ;Zp[χ])) = 0（命題 4.14)より,

dimFpeH
1(Γ, L(n, ψ;Fp)) = rankZp[χ]eH

1(Γ, L(n, ψ;Zp[χ])) (5.1)

が分かる. 補題 5.5により

dimFp eH
1(Γ, L(n, ψ;Fp)) = dimFp eH

1(Γ, L(0, ψωn;Fp))

であり, さらに Γ/Γ1(pp
β) −→ Γ0(p)/Γ1(p)の核は p群であるから ψωnは Γ0(p)を経由すること

が分かり,

ψωn = χ0ω
−2

となる (ここで χ0 : Γ0(p)
χ0→ Zp[χ]× → Fpと定義する). 故に, 補題 5.2により

dimFp eH
1(Γ, L(0, ψωn;Fp)) = dimFp eH

1(Γ0(p), L(0, χ0ω
−2;Fp)) (5.2)
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となる. 等式 (5.1)の証明は nを 0, Γを Γ0(p), そして群準同型 ψを ψωn = χ0ω
−2でそれぞれ置

き換えても通用するから, (5.2)と合わせると,

dimFpeH
1(Γ, L(0, ψωn;Fp)) = rankZp[χ]eH

1(Γ0(p), L(0, χ0ω
−2;Zp[χ]))

が分かる. 以上をまとめると,

rankZp[χ]eH
1(Γ, L(n, ψ;Zp[χ])) = dimFp eH

1(Γ, L(n, ψ;Fp))

= dimFpeH
1(Γ, L(0, χ0ω

−2;Fp))

= rankZpeH
1(Γ0(p), L(0, χ0ω

−2;Zp))

が得られる. □
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