
“On Λ-adic forms of half integral weight for SL(2)/Q”の概説

Kenji MAKIYAMA

Contents

1. 導入 1
2. 半整数の重さの古典的 cusp形式と adelic cusp形式 2
3. cusp形式の p進稠密定理 4
4. p進保型表現 4
5. Λ進形式と Λ進保型表現 5
5.1. 半整数の重さの場合 5
5.2. 整数の重さの場合 6
6. 主定理 7
7. 半整数の重さの Λ進形式の構成 8
8. 主定理よりわずかに強い結果 9
References 10

1. 導入
整数 aに対し, χaで [MFM, (3.1.9)]により定義されるKronecker symbol

χa(b) :=
(a
b

)
(1-0-1)

を表す. 正整数 nに対し, cusp形式 f の n番目の Fourier係数を an(f)と書く. [H95]の主目的は以下の
定理の (1-0-3)の Λ進版を得ることである:

Waldspugerの結果 ([W81, Corollaire 2, p.379] or [P, Corollary 5.2] for English ver.). kを正整数と
し κ := 2k + 1とおく. ϕ ∈ Snew

2k (Mϕ, χ
2)を primitive formとし πを ϕに付随する保型表現とする. 任

意の素数 ℓに対して,

πの ℓ成分 πℓが主系列表現 π(α, β)のときα(−1) = β(−1) = 1(Hℓ)

であることを仮定する. MϕがN/2を割り切る正整数N に対して f ∈ Sκ/2(N,χ, ϕ)が存在することを
仮定する. このとき平方因子を持たない正整数の組 (m,n)でm/n ∈

∏
ℓ|N (Q×

ℓ )
2となるものに対し,

am(f)2L(1/2, π ⊗ χ−1χ(−1)kn)χ(n/m)nk−1/2 = an(f)
2L(1/2, π ⊗ χ−1χ(−1)km)mk−1/2(1-0-2)

(χ(−1)knは a = (−1)knに関するKronecker symbol). 特に, もし L(1/2, π ⊗ χ−1χ(−1)km) ̸= 0ならば,

an(f)
2

am(f)2
=
L(1/2, π ⊗ χ−1χ(−1)kn)

L(1/2, π ⊗ χ−1χ(−1)kn)
χ(n/m)(n/m)k−1/2.(1-0-3)

Remark 1.1. Sκ/2(N,χ, ϕ)の正確な定義は [P, p.218]にある.

(1) f ∈ Sκ/2(N,χ)とする (Sκ/2(N,χ)についてはRemark 2.1を参照). 以下のうち一つを仮定する:
(a) κ ≥ 5.
(b) N は平方因子を持たない.
(c) N は立方因子を持たないかつ χ = 1.
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このとき f ∈ Sκ/2(N,χ, ϕ)であることと,ほとんど全ての素数 ℓ ∤ N に対して f |Tℓ2 = aℓ(ϕ)f で
あることは同値である.

(2) Flickerの定理 ([W81, Proposition 2] or [P, Theorem 5] for English ver. and proof is in [F]) よ
り, 任意の素数 ℓに対する仮定 (Hℓ)は Sκ/2(N,χ, ϕ) ̸= 0となる正整数N が存在することと同値
である.

(3) Vignerasの定理 ([P, Theorem 6] and proof is in [V]) より, χ2 = 1ならば任意の素数 ℓに対す
る仮定 (Hℓ)が成り立つ.

Notation and terminology. p ≥ 5を素数とし Cpを Qpの代数閉包 Q̄pの p進完備化とする. Cpは
[H95]では Ωp と書かれていることを注意しておく. 埋め込み i∞ : Q̄ ↪→ C, ip : Q̄ ↪→ Q̄p を固定し, 同
型 Cp

∼−→ Cで i∞と ipとがこの同型を介して可換になるものを固定する. ordpを ordp(p) = 1となるよ
うに正規化された Cp上の加法的 p進付値とし | · |pを ordpで与えられる絶対値とする. K を Qpの Q̄p

の中での拡大体としOをK の整数環OK の Cpでの位相的閉包とする. W := 1 + pZpとおき µを 1の
(p − 1)乗根のなす群として Z×

p = W × µとみなす. ⟨ ⟩ : Z×
p ↠ W を第一射影とし ω : Z×

p ↠ µを第二
射影 (Teichmüller指標)とする. ωはしばしば ω(z mod p) := ω(z)によりDirichlet指標 (Z/pZ)× → µ
とみなされる. Λ := O[[W ]]を岩澤代数, Lをその商体, Kを Lの有限次拡大, Iを Kでの Λの整閉包
とする. u ∈ W で位相的生成元を表す. P ∈ X(I) := HomCp-alg(I,Cp)がある正整数 k ≥ 2と有限
位数 (i.e., [W : Ker ε] < ∞)の ε ∈ Hom(W,C×

p )に対して P |Λ(u) = ukε(u)となるとき arithmetic

pointと呼び kと εをそれぞれ k(P )と εP で表す. A(I)を arithmetic pointのなす X(I)の部分集合とし
A(I;O) := {P ∈ A(I) | P (I) ⊂ O}とおく. Dirichlet指標 ψと P ∈ A(I)に対し, ψP := ψεPω

−k(P )と
おく. Aを Qの adele環とし, A(∞) := {x ∈ A | x∞ = 0}, A(p∞) := {x ∈ A | xp = x∞ = 0}とおく.

Ẑ :=
∏

ℓ Zℓとし Ẑ(p) :=
∏

ℓ̸=p Zℓとおく. G := GL(2)/Zと S := SL(2)/Zでそれぞれの代数群を表す.

diag(a, b)で (1, 1)成分と (2, 2)成分がそれぞれ aと bの対角行列を表し, 単位行列を 12 := diag(1, 1)で
記す. (2× 2)行列 γに対し, 各成分を以下のとおり記す:(

aγ bγ
cγ dγ

)
:= γ.(1-0-4)

本稿では保型表現 (automorphic representation)は全て cuspidalであるとする.

2. 半整数の重さの古典的 cusp形式と adelic cusp形式
γ ∈ Γ0(4)の f : H := {z ∈ C | Im(z) > 0} → Cへの作用を整数 kごとに

f |k+1/2γ(z) := f(γ(z))j(γ, z)−1J(γ, z)−k with γ(z) := (aγz + bγ)J(γ, z)
−1(2-0-1)

で定める. ただし, J(γ, z) := cγz + dγ とおき θ(z) :=
∑

n∈Z exp(2πin
2z)に対し j(γ, z) := θ(γ(z))/θ(z)

とおいた. Γ0(4)の合同部分群∆に対し, P cl
k+1/2(∆;C)で正則関数 f : H → Cで全ての γ ∈ ∆に対し

f |k+1/2γ(z) = f(z)を満たしかつ∆の全ての cuspにおいて正則であるもののなす空間を表す. N を 4で
割り切れる正整数とする. 法N のDirichlet指標 χに対し,

P cl
k+1/2(N,χ;C) := {f ∈ P

cl
k+1/2(Γ1(N);C) | f |k+1/2γ(z) = χ(dγ)f for all γ ∈ Γ0(N)}(2-0-2)

とおく. f |k+1/2(−12) = (−1)kf なので, χ(−1) = (−1)kでない限り P cl
k+1/2(N,χ;C) = 0である. それゆ

え P cl
k+1/2(N,χ;C)を論じるときは χ(−1) = (−1)kを仮定する.

Remark 2.1. 作用 (2-0-1)は [Sh73, p.447]で与えられたものから χk
−1(dγ)を抜いていることに注意.

[H95]と [Sh73], [W81]を比べるときの記法の関係は次のとおり:

P cl
k+1/2(N,χ;C) =

{
S2k+1(N,χ

k
(−1)χ) in [Sh73],

S(2k+1)/2(N,χ
k
(−1)χ) in [W81].

(2-0-3)

[H95]では P cl
k+1/2(N,χ;C)は Pk+1/2(N,χ;C)と書かれていることも注意しておく.
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S̃で [W81, II.4]で定義された Sの two-fold metaplectic coverを表す. つまり, S̃(A) = S(A)× {±1}
は以下で定義される 2-cocycle β : S(A) → {±1}に対応する非分裂中心拡大である: vを Qの素点とす
る. σ ∈ S(Qv)に対し,

x(σ) :=

{
dσ if cσ = 0,

cσ if cσ ̸= 0,
(2-0-4)

sv(σ) :=

{
(cσ, dσ)v cσdσ ̸= 0かつ vが有限素点かつ ordv(cσ)が奇数のとき,
1 それ以外のとき,

(2-0-5)

とおく. ただし, vでのHilbert symbolを (cσ, dσ)v と書いている. 2-cocycleを次で定義する

βv(σ, σ
′) := (x(σ), x(σ′))v(−x(σ)x(σ′), x(σσ′))vsv(σ)sv(σ′)sv(σσ′),(2-0-6)

β(σ, σ′) :=
∏
v

βv(σv, σ
′
v).(2-0-7)

Hilbert symbolの積公式より, β(σ, σ′) = s(σ)s(σ′)s(σσ′) for σ, σ′ ∈ S(Q). よって σ 7→ (σ, s(σ))は
section S(Q)→ S̃(A)を与える. S(Q)と S̃(A)での像を同一視する.

C∞ :=

{
r(θ) :=

(
cos 2πθ sin 2πθ
− sin 2πθ cos 2πθ

)
| θ ∈ R/2Z

}
(2-0-8)

とおく. e : A/Q → Cを e∞(x∞) = exp(2πix∞)となる standard additive characterとする ([LFE,
p.249]). γv(t)を evとQv上の二次形式 tx2に関するWeil constantとする ([Weil, p.161]). [W81, p.380]
に従って,

γ̃v(t) := (t, t)vγv(t)γv(1)
−1(2-0-9)

とおく. 古典的設定では Γ0(N)に対応する adelicな合同部分群とその ℓ成分を次で表す:

U0(N) :=
{
u ∈ S(Ẑ) | cu ∈ N Ẑ

}
,(2-0-10)

U0(N)ℓ :=
{
u ∈ S(Zℓ) | cu ∈ ℓordℓ(N)Zℓ

}
.(2-0-11)

σ ∈ U0(4)2に対して

ε̃2(σ) :=

{
γ̃2(dσ)

−1(cσ, dσ)2s2(σ) if cσ ̸= 0,

γ̃2(dσ) if cσ = 0,
(2-0-12)

を定義することで, ε̃2が {±1}上非自明となる S̃(Q2)の部分群U0(4)2×{±1}の指標に拡張される. U0(4)

の開部分群U に対し, Pk+1/2(U ;C)で次の (m’1)と (m2)を満たす関数 f : S̃(A)→ Cのなす空間を表す:

f(αx(u, ϵ)r(θ)) = ε̃2(u2, ϵ)f(x) exp((k + 1/2)θ) (α ∈ S(Q), (u, ϵ) ∈ U × {±1}, r(θ) ∈ C∞).(m’1)

Df =

(
k′(k′ − 2)

2

)
f.(m2)

ただし, k′ := k+1/2でDは∞でのCasimir作用素. 古典的空間と adelicな空間は次の同型で結びつく

Pk+1/2(U ;C) ∼−→ P cl
k+1/2(U ∩ S(Z);C); f 7→ f cl.(2-0-13)

ただし, f clは z = g(i)となる g ∈ S(R)をとり

f cl(z) := f(g∞, 1)J(g, i)
k+1/2(2-0-14)

で定義される. 古典的設定では Γ1(N)に対応する adelicな合同部分群を次で定義する:

U1(N) :=
{
u ∈ S(Ẑ) | u ≡ 12 (mod N Ẑ)

}
.(2-0-15)
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[MFM, Lemma 4.3.1]の証明と同じようにして,

P cl
k+1/2(U1(N) ∩ S(Z);C) =

⊕
χ

P cl
k+1/2(N,χ;C)(2-0-16)

を得る. ただし, χは全ての法N のDirichlet指標をわたる. Pk+1/2(N,χ;C)で次の (m1)と先述の (m2)

を満たす関数 f : S̃(A)→ Cのなす空間を表す:

f(αx(u, ϵ)r(θ)) = χ(u)ε̃2(u2, ϵ)f(x) exp((k + 1/2)θ) (α ∈ S(Q), (u, ϵ) ∈ U0(N)× {±1}, r(θ) ∈ C∞).
(m1)

U = U1(N)に対する同型 (2-0-13)を介して Pk+1/2(N,χ;C)
∼−→ P cl

k+1/2(N,χ;C). 整数の重さの場合と同
様に, Z代数Rと q := exp(2π

√
−1z)に対し,

P cl
k+1/2(U1(N) ∩ S(Z);R) := (P cl

k+1/2(U1(N) ∩ S(Z);C) ∩ Z[[q]])⊗Z R.(2-0-17)

とおく. U を U0(4)の開部分群とする. [MFM, p.114]と同様の議論により, P cl
k+1/2(U ∩ S(Z);R)が定義

され Pk+1/2(U ;R)は意味をなす.

3. cusp形式の p進稠密定理
強近似定理より次の全単射がある:{

pと素な levelの S(Z)の合同部分群
}
←→

{
S(Ẑ(p))の開部分群

}
=: Z(3-0-1)

∆ = ∆̂ ∩ S(Z)←→ ∆̂ : ∆の S(Ẑ(p))での位相的閉包.

∆̂ ∈ Z に対し,

∆1(p
r) := ∆ ∩ Γ1(p

r),(3-0-2)

Scl
κ (∆̂;O) :=

∪
r≥1

Scl
κ (∆1(p

r);O) and P cl
k+1/2(∆̂;O) :=

∪
r≥1

P cl
k+1/2(∆1(p

r);O).(3-0-3)

f ∈ Scl
κ (∆̂;O) ∪ P cl

k+1/2(∆̂;O)に対し, 次の一様ノルムを定義する:

|f |p := sup
n≥1
|an(f)|p.(3-0-4)

Ŝ(∆̂;O)と P̂(∆̂;O)を Scl
κ (∆̂;O)と P cl

k+1/2(∆̂;O)のノルム (3-0-4)に関するそれぞれの完備化とする.

Fact ([H88b, Corollary 5.4]). κ ≥ 2ならば Ŝ(∆̂;O)は κに依らない.

Theorem 3.1 ([H95, Theorem 1]). k ≥ 2ならば P̂(∆̂;O)は kに依らない.

Proof. 証明は代数幾何的な議論により上述の Factに帰着される. 詳細は [H95, proof of Theorem 1]と
[H96]を参照. □

4. p進保型表現

Q(p)
ab := Q[ζn | p ∤ n]を pで不分岐なQの最大Abel拡大とする. 志村 [Sh78a]は S(A(p∞))と S̃(A(p∞))

の smoothな作用を

Scl
κ (Q

(p)
ab ) :=

∪
∆̂∈Z

Scl
κ (∆̂;Q(p)

ab ) と P cl
k+1/2(Q

(p)
ab ) :=

∪
∆̂∈Z

P cl
k+1/2(∆̂;Q(p)

ab )(4-0-1)

上にそれぞれ定義した. K がQpの最大不分岐拡大であると仮定する. Katzの p-adic modular formsの
理論 (see [H92, Chapter 2])により, これらの作用はそれぞれ

Scl
κ (O) :=

∪
∆̂∈Z

Scl
κ (∆̂;O) と P cl

k+1/2(O) :=
∪
∆̂∈Z

P cl
k+1/2(∆̂;O)(4-0-2)
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において定まり p進連続性により

Ŝ(O) :=
∪
∆̂∈Z

Ŝ(∆̂;O) と P̂(O) :=
∪
∆̂∈Z

P̂(∆̂;O)(4-0-3)

上にそれぞれ拡張される. [H95]に従い, (4-0-3)上の作用を p-adic automorphic representationsと呼ぶ.

Remark 4.1. 実際には, 志村はGA+ := G(A(∞))G+(R)の作用を有理型 Siegel modular形式の空間上
に定義した. この作用は正則 Siegel cusp形式の空間上においても定まる ([Sh78a, Theorem 1.2]). 我々
の場合ではこの作用は次のように記述される: f ∈ Scl

κ (∆̂;Q(p)
ab )に対し, f ∈ Scl

κ (∆1(p
r);Q(p)

ab )となる
r ∈ Z>0をとる. 強近似定理により, x ∈ G(A(∞))に対し, ある t ∈ (Ẑ(p))×に対する u · diag[1, t]−1 ∈ ∆̂
と α ∈ G(Q)+で x = αuとなるものがとれる. このとき xの f における作用は

fx(z) := J(α, z)−κfσ(α(z))(4-0-4)

で与えられる. ただし, σ := ArtQ(det(u)
−1) ∈ Gal(Qab/Q)で fσ は全ての nに対し an(f

σ) := an(f)
σ

で定義される.

5. Λ進形式と Λ進保型表現
5.1. 半整数の重さの場合. AをZp代数とし, ∆̂ ∈ ZをとりN をその levelとする. z = (zp, zN ) ∈ ZN :=

Z×
p × (Z/NZ)×の P cl

k+1/2(∆̂;A)上の作用を σz ≡ diag[z−1, z] (mod Npr)なる σz ∈ S(Z)をとり

f |z := zkpf |k+1/2σz(5-1-1)

で定義する. このZ×
p の作用は連続性により P̂(O)上に拡張される. Ker ε =W pr−1なる ε ∈ Hom(W,A×)

と法NpのDirichlet指標 ψに対し,

∆(pr) := ∆1(p) ∩ Γ0(p
r),(5-1-2)

P cl
k+1/2(∆(pr), ψε;A) := {f ∈ P cl

k+1/2(∆1(p
r);A) | f |z = ψ(z)ε(⟨zp⟩)zkpf for z ∈ ZN}.(5-1-3)

[Sh73, Theorem 1.7]で示されたように, 素数 ℓに対する Hecke作用素 Tℓ2 の P cl
k+1/2(∆̂;C)上の作用は

我々の記法では

an(f |Tℓ2) = aℓ2n(f) + ℓ−1χn(ℓ)an(f |ℓ) + ℓ−1an/ℓ2(f |ℓ2)(5-1-4)

で与えられる. ただし, 素数 ℓは ZN の元としてみなしている. ℓ | Npのときは an(f |Tℓ2) = aℓ2n(f)であ
ることに注意. 公式 (5-1-4)と [H90, Theorem 2.2]により Tℓ2 の作用が P cl

k+1/2(∆̂;O)上に定まる. 極限
をとることで冪等元 (ordinary projector) e′ ∈ EndO(P

cl
k+1/2(∆̂;O))が定まる:

e′ := lim
n→∞

(Tp2)
n!.(5-1-5)

P(∆; I)を I-進 cusp形式のなす空間とする, すなわち, f ∈ P(∆; I)は形式的冪級数

f =
∑
n≥1

an(f)q
n/N ∈ I[[q1/N ]](5-1-6)

であって k(P )≫ 0なる任意のP ∈ A(I)に対し fP =
∑

n≥1 P (an(f))q
n/N ∈ P cl

k(P )+1/2(∆(pr(P )), εP ;Cp)

をみたす.

P(N ; I) := P(Γ1(N); I)(5-1-7)

とおく. ΛはKrull次元 2の正則局所環なので, Iは自由 Λ加群である. Iの Λ上の基底 {ij}を固定する
ことで形式的に f =

∑
j fjijと書けて fjがΛ進形式であることがわかる. よって P(∆; I) = P(∆;Λ)⊗Λ I.

C(W,O)をW 上Oに値を持つ連続関数のなす空間としMeas(W,O) := HomO(C(W,O),O)とおく. O
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代数の同型 Λ
∼−→ Meas(W,O);a 7→ daで任意の P ∈ X(Λ;O)に対し P (a) =

∫
W Pda := da(P |W )とな

るものが存在する. f ∈ P(∆;Λ)に対し, df ∈ Meas
(
W,O[[q1/N ]]

)
を任意の ϕ ∈ C(W,O)に対し∫

W
ϕdf :=

∑
n≥1

(∫
W
ϕdan/N (f)

)
qn/N(5-1-8)

で定義する. k(P )≫ 0なる P ∈ A(Λ)に対し,∫
W
Pdf = fP ∈ P cl

k(P )+1/2(∆(pr(P )), εP ;Cp).(5-1-9)

{P |W | P ∈ A(Λ), k(P ) ≫ 0}は C(W,O)の稠密部分空間を生成するので, df は P̂(O)に値を持つ. ゆ
えに

P(∆;Λ)
∼−→ Meas(W, P̂(O)); f 7→ df .(5-1-10)

特に, s ∈ S̃(A(p∞))に対して得られたMeas(W, P̂(O))の元 ϕ 7→ (
∫
W ϕdf)|sは ∆̂s ∈ Zに対応する適切な

合同部分群 ∆sに関するΛ進形式 f |s ∈ P(∆s; Λ)に対応する. よって S̃(A(p∞))の P(I) :=
∪

∆̂∈Z P(∆; I)
における自然な作用を得る.

Proposition 5.1 ([H95, Proposition 1]). ∆の levelと素な素数 ℓに対し Hecke作用素 Tℓ2 と ordinary

projector e′ が EndI (P(∆; I))の元として定まる. 群 S̃(A(p∞))は P(I)に smoothに作用する. ただし,
smoothとは各 v ∈ P(I)に対する stabilizerが開集合であることを意味する.

5.2. 整数の重さの場合. S(∆; I)を I進 cusp形式の空間とする. すなわち, f ∈ S(∆; I)は形式的冪級数
f ∈ I[[q1/N ]]で k(P )≫ 0なる任意のP ∈ A(I)に対し fP ∈ P (I)[[q1/N ]] ∈ Scl

k(P )(∆(pr(P )), εP ;Cp)をみた
す. 任意の整数nに対するHecke作用素Tnとordinary projector e := limn→∞(Tp)

n!がS(∆; I)上に定まる
([LFE, Chapter 7]). Proposition 5.1と同様に,群S(A(p∞))が

∪
∆̂∈Z S(∆; I)に作用する. 実際には主結果

のためにG(A(p∞))の作用が必要である. 単位元の連結成分G+(R)に対しG(A) = G(Q)G(Ẑ)G+(R)に注
意する. G(Ẑ)の任意の開部分群Uに対し, Sk(U ;C)で次の (M1), (M2), (M3)をみたす関数f : G(A)→ C
のなす空間を表す:

α ∈ G(Q), u ∈ UC∞R×に対し f(αxu) = f(x) det(u∞)J(u∞, i)
−k.(M1)

Df =

(
k(k − 2)

2

)
f(M2)

ただし, Dは∞における Casimir作用素.

x ∈ G(A)に対し
∫
Q\A

f

((
1 u
0 1

)
x

)
= 0.(M3)

R(U) ⊂ G(Ẑ)をG(Q)\G(A)/UG+(R)の完全代表系とする. すると

Sk(U ;C) ∼−→
⊕

t∈R(U)

Scl
k (ΓtUt−1 ;C); f 7→ (f clt )t∈R(U).(5-2-1)

ただし, z = g(i)なる g ∈ G+(R)をとり
ΓtUt−1 := S(Q) ∩ tUt−1S(R),(5-2-2)

f clt (z) := f(tg) det(g)−1J(g, i)k(5-2-3)

とおいた. この同型を介して Z代数Rに対して Sk(U ;R)が定義できる. R(U)は
R := {diag[a, 1] | a ∈ Ẑ(p)}(5-2-4)

の部分集合としてとることができる. 常にこの方法で R(U) を選ぶこととする. このとき e と Tp は
Sk(U ;Cp)上 well-defined.

U := {open subgroups of G(Ẑ(p))}(5-2-5)
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の元 U に対し, U0 := U ×G(Zp)とおく. U, V ∈ U に対し U ⊂ V のときはR(U0) ⊃ R(V0)となるよう
R(U)をRの部分集合としてとる. 次を定義する

S(U ; I) :=
⊕

t∈R(U0)

S(ΓtU0t−1 ; I),(5-2-6)

S(I) :=
∪
U∈U

S(U ; I).(5-2-7)

S(A(p∞))は
∪

∆̂∈Z S(∆; I)上に作用するので, S(I)上にも作用する. a ∈ (A(p∞))×に対して diag[a, 1]は
S(U ; I)の直和因子 S(ΓtU0t−1 ; I)を置換するだけなので次を得る:

Proposition 5.2 ([H95, Proposition 2]). U と素な素数 ℓに対し, Hecke作用素 Tℓと ordinary projector

eが EndI (S(U ; I))の元として定まる. 群G(A(p∞))は S(I)に smoothに作用する.

6. 主定理
Theorem 6.1 ([H95, Theorem 2]). S̃(A(p∞))の Pord(I) := eP(I)上の作用は smoothかつKまで係数拡
大をした後で重複度が 1以下である既約許容表現の直和である. この作用を S̃(A)の Λ進 ordinary保型
表現と呼ぶ.

Proof. (Sketch) rankO S
cl
k(P )(∆(pr(P )), εP ;O)が P に依らず有界である ([LFE, Theorem 7.2.2])ことか

ら, rankO P
cl
k(P )+1/2(∆(pr(P )), εP ;O)も P に依らず有界である (Proposition 7.1)ことが表現論を用いて

示せる. これによりWilesの整数の重さの場合における議論が適用できて, k(P ) ≫ 0なる P ∈ A(I;O)
に対し control定理 (7-0-11)が成り立つ (Proposition 7.7). そして全ての主張は Λ進保型表現を法 P で
還元することでWaldspurgerの弱重複度 1定理から従う. □
S̃(A)の既約保型表現 π̃と G(A)の既約保型表現 πは Tp2 の π̃における固有値と Tp の πにおける固

有値が p進単数のときそれぞれ p-ordinaryという. Waldspurgerによる志村対応を Shcl とすると π̃が
p-ordinaryなら Shcl(π̃)も p-ordinaryである. Λ進志村対応 Shと呼ばれる次の図式を可換にする射を得
る: P ∈ A(I)に対し,{

S̃(A)の既約 Λ進 ordinary保型表現
}

mod P
��

Sh //
{
G(A)の既約 Λ進 ordinary保型表現

}
mod P 2

��{ 重さ k(P ) + 1/2の
S̃(A)の既約 p-ordinary保型表現

}
Shcl //

{
重さ 2k(P )の

G(A)の既約 p-ordinary保型表現

}
(6-0-1)

ただし, P 2 := P ◦ σ2で σ2はW 上の自己同型 u 7→ u2から誘導される, Λの正規拡大 I上の自己同型. Π̃

を S̃(A)の Λ進 ordinary保型表現とし, Π := Sh(Π̃), πP := Π mod P 2とおく. このとき次が成り立つ:

(1) k(P 2) = 2k(P ), εP 2 = ε2P .

(2) c(Π) := p− ordp(c(πP ))c(πP )は P に依らない.
(3) Π|Z(A(p∞)) = ιψ2がある法 4pc(Π)の有限位数の指標 ψで ψ(−1) = 1となるものと

ι : Z(A(p∞)) = (A(p∞))×
n−→ Z×

p
⟨ ⟩−→W → Λ×(6-0-2)

に対し成り立つ. ただし, n(x) := |x|−1
A ω(x)−1.

Theorem 6.2 ([H95, Theorem 3]). Π を G(A) の Λ 進 ordinay 保型表現とし ψ を法 4pc(Π) の有限
位数の指標で ψ(−1) = 1 と Π|Z(A(p∞)) = ιψ2 をみたすものとする. S̃(A) の Λ 進 ordinary 保型表
現 Π̃で Π = Sh(Π̃)となるものの存在を仮定する. このとき平方因子を持たない正整数の組 (m,n)で
m/n ∈

∏
ℓ|Np(Q

×
ℓ )

2となるものに対し, 二つの Iの元 Φと Ψ ̸= 0が存在し k(P ) ≥ 2または ψ2
P ̸= 1な

る P ∈ A(I) に対して, L(1/2, π ⊗ ψ−1
P χm) ̸= 0ならば

Φ(P )2

Ψ(P )2
=
L(1/2, πP ⊗ ψ−1

P χn)

L(1/2, πP ⊗ ψ−1
P χm)

ψP (n/m)(n/m)k(P )−1/2.(6-0-3)
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ただし, πP := Π mod P 2.

Proof. (Sketch) f ∈ Π̃を Hecke固有形式とし, Φ := an(f), Ψ := am(f)とおく. 定理はWaldspurgerの
結果から従う. 詳細は [H95, Proof of Theorem 4]を参照. [H95]では最後に紹介するわずかに強い主張
Theorem 8.1を示すことで定理の証明を与えている. □

7. 半整数の重さの Λ進形式の構成
法NpのDirichlet指標 ψを固定する.

Proposition 7.1 ([H95, Proposition 3]). k(P ) ≥ 1ならば P ord
k(P )+1/2(∆(pr(P )), ψP ;Cp)の次元は P ∈

A(Λ)に依らず有界である.

Proof. 証明は以下で紹介する表現論の補題の全てを使って示される. 詳細は [H95, Proof of Lemma 3]
を参照. □

上述の命題の証明に必要な補題を準備する. ℓを素数とし

Ur,ℓ := {γ ∈ S(Zℓ) | cγ ≡ 0 (mod ℓr)}(7-0-1)

とおく. 法 ℓrの指標 χ of Z×
ℓ と Ur,ℓ加群 V に対し, χ固有空間を V (ℓr, χ)と書く. すなわち,

V (ℓr, χ) := {v ∈ V | γ ∈ Ur,ℓ に対し γv = χ(dγ)v}.(7-0-2)

群 ∗の既約許容表現の集合を Irr(∗)と書き π ∈ Irr(∗)の表現空間を V (π)と書く.

Lemma 7.2 ([H95, Lemma 1 and 2]). π̃ ∈ Irr(S̃(Qℓ))をとり V := V (π)とおく.

(1) π̃がある k ≥ 2に対して重さ k+1/2の保型表現の局所因子であると仮定する. このとき V (ℓr, χ)
の次元は V と χに依らず有界 (rには依る).

(2) π̃が supercuspidalであると仮定する. このとき r > 0ならば十分大きいmに対し Hecke作用素
Tℓm は V (ℓr, χ)上 0倍として作用する.

Lemma 7.3 ([H95, Lemma 3]). ℓ ≥ 3を仮定する. [W80, II.2] and [W81, II]と同様に, A/Qの standard

additive character eの ℓ部分 eℓに対し, V = Bµ,eℓ を S̃(Qℓ)の標準 Borel部分群の quasi指標 µの誘導
表現の空間とし χ ∈ Homcont(Q×

ℓ ,C
×)とする. このとき

(1) µχ|Z×
ℓ
̸= 1かつ µχ−1|Z×

ℓ
̸= 1ならば r > 0のとき Tℓ2 は V (ℓr, χ)上冪零に作用する.

(2) µχ|Z×
ℓ
̸= 1かつ µχ−1|Z×

ℓ
= 1ならば次をみたすような分解 V (ℓr, χ) = N ⊕ V (c(χ), χ)が存在

する:
(a) Tℓ2 はN 上冪零に作用する.
(b) dimC V (c(χ), χ) = 1.

(c) V (c(χ), χ)上 Tℓ2 = χ(ℓ)ℓk−1/2µ(ℓ−1).
(3) µχ|Z×

ℓ
= 1かつ µχ−1|Z×

ℓ
̸= 1ならば次をみたすような分解 V (ℓr, χ) = N ⊕ V (c(χ), χ)が存在

する:
(a) Tℓ2 はN 上冪零に作用する.
(b) dimC V (c(χ), χ) = 1.

(c) V (c(χ), χ)上 Tℓ2 = χ(ℓ)ℓk−1/2µ(ℓ).
(4) µχ|Z×

ℓ
= µχ−1|Z×

ℓ
= 1ならば次をみたすような分解 V (ℓr, χ) = N ⊕ V (ℓ, χ)が存在する:

(a) Tℓ2 はN 上冪零に作用する.
(b) dimC V (ℓ, χ) = 2.
(c) V (ℓ, χ)の基底 {v1, v2}で {v1, v2}に関する Tℓ2 の表現行列がある定数 cに対し(

χ(ℓ)ℓk−1/2µ(ℓ−1) χ(ℓ)ℓk−1/2µ(ℓ)
0 c

)
(7-0-3)

となるものが存在する.
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Lemma 7.4 ([H95, Lemma 4] and proof is in [W80, Proposition 18, p.68]). ρ∗ ∈ Irr(PGL2(Qℓ))とし,

ある ξ ∈ Q×
ℓ に対する additive character eξℓ に関するWeil表現を介して対応する ρ ∈ Irr(S̃(Qℓ))をとる.

このとき局所志村対応 Irr(PGL2(Qℓ)) ↠ Irr(S̃(Qℓ))は以下を与える:

ρ∗の同値類 7→ ρの同値類(7-0-4)

π(µ, µ−1) (µ2 ̸= α) 7→ π̃µχξ
(7-0-5)

σ(µ, µ−1) (µ2 = α, µ ̸= α1/2) 7→ σ̃µχξ
(7-0-6)

σ(α1/2, α−1/2) 7→ supercuspidal(7-0-7)

supercuspidal 7→ supercuspidal(7-0-8)

ただし, eξℓ(z) := eℓ(ξz)で [W80, Proposition 1 and 2]で定義された記法を使っている.

primitive form f に付随するG(A)の保型表現は f が p-ordinaryのとき p-ordinaryという.

Lemma 7.5 ([H95, Lemma 5], proof is in [H89b, Section 2]). πをG(A)の unitary保型表現とする. π
が p-ordinaryであると仮定する. このとき πの p成分 πpは αが不分岐である主系列表現 π(α, β)または
special表現 σ(α, β)である. f ∈ πをG(A)上の重さ kの primitive formで λ(Tp)を Tpに関する f の固
有値とし ωπ := π|Z(G(A))とおく.

(1) πp = π(α, β)かつ βが不分岐ならば α(p) + β(p) = p(1−k)/2λ(Tp)かつ α(p)β(p) = ωπ(p).

(2) πp = π(α, β)かつ βが分岐するならば α(p) = p(1−k)/2λ(Tp)かつ α(p)β(p) = ωπ(p).
(3) πp = σ(α, β)ならば α(p) = λ(Tp)かつ π∞は重さ 2のものである.

Lemma 7.6 ([H95, Lemma 6]). F を有限次数の代数体とし ρをPGL2(FA)の保型表現とする. ただし,

FAは F の adele環. Rを S̃(FA)の保型表現の集合とし F の整 idealN に対し

R(ρ;N) := {π ∈ R | π∗v ∼= ρv for all v outside N}(7-0-9)

とおく. ただし, π∗v は [W80, V.4]で定義された, Weil表現を介して対応する PGL2(Fv)の表現である
([W80, V.4]では T 7→ V ′(e, T )と書かれている). このとき

♯R(ρ;N) ≤ ♯{
∏
v|N

F×
v /(F

×
v )2}.(7-0-10)

以上の補題は全て Proposition 7.1の証明のためのものである. Proposition 7.1より, 整数の重さの場
合と同様にWilesの議論が半整数の重さの場合にも適用できて次を得る:

Proposition 7.7 ([H95, Proposition 4 and 5 and Corollary 1 and 2]). ∆̂ ∈ Z とする.

(1) Pord(∆; I)は有限階数の自由 I加群.

(2) P ∈ A(I;O)とする. 任意の f ∈ P cl
k(P )+1/2(∆(pr(P )), εP ;O)に対し fP = f となる f ∈ Pord(∆; I)

が存在する.
(3) k(P )≫ 0なる P ∈ A(I;O)に対し (k(P )は∆に依る),

P cl
k(P )+1/2(∆(pr(P )), εP ;O) ∼= Pord(∆; I)⊗I I/P.(7-0-11)

(4) f1, . . . , frを Pord(∆; I)の基底とすると det(ani(fj)) ∈ I×となる正整数 n1, . . . , nrが存在する.

8. 主定理よりわずかに強い結果
hord(N ;O)を [LFE, Section 7.3]で定義された p進 ordinary Hecke代数とする. すなわち, 全ての正整

数nに関するTnで生成されるEndΛ(Sord(N ; Λ))のΛ部分代数である. 非退化双線形形式 ⟨h, f⟩ := a1(f |h)
により, 次の双対性を得る:

HomΛ(h
ord(N ;O),Λ) ∼= Sord(N ; Λ) and HomΛ(Sord(N ; Λ),Λ) ∼= hord(N ;O).(8-0-1)



10 Kenji MAKIYAMA

北川 2変数 p進L関数 ([K, Theorem 6.2]). λ ∈ HomI-alg(h
ord(N,O)⊗Λ I, I)とし χを導手Npmの原始

Dirichlet 指標とする. ただし, m ≥ 0で p ∤ N . このとき p進解析的関数Lp(·, ·;λ⊗χ) : X(I)×Zp → Q̄p

で k(P ) ≥ 2なる任意の P ∈ A(I;O)と ν ∈ [0, k(P )− 2] ∩ Zに対し,

Lp(P, ν;λ⊗ χ)
E±P

= (−N)ν
(

pν

ap(fP )

)m(
1− χ(p)pν

ap(fP )

)
G(χ)

ν!L(ν + 1, fP ⊗ χ)
(−2πi)ν+1Ω±

fP

.(8-0-2)

ただし, fP は双対性 (8-0-1) を介して λ mod P に対応する Hecke 固有形式, E±P ∈ O は p 進補間
の error term ([K, Section 5.5]), Ω±

fP
∈ C×

p は fP に付随する複素周期 ([K, Section 3.8]) で ± :=

sgn((−1)ν+1χ(−1)).

λ ∈ HomI-alg(h
ord(C,O) ⊗Λ I, I)が primitive ([H88a, Theorem 4.1]) で π が λに対応する Sord(L̄)

の unique factor とする. すなわち, k(P ) ≥ 2 なる任意の P ∈ A(I) に対し双対性 (8-0-1) を介して
λ mod P ↔ π mod P . ψ0 ∈ Hom(ZC ,C×

p )を ψ0(zp, zC) := λ(⟨⟨ω(zp)zC⟩⟩)で定義する. ただし, ⟨⟨z⟩⟩
は (5-1-1)で定義された z ∈ (Ẑ(p))× ⊂ G(A(p∞))の S(I)上の作用の hord(C,O)⊗Λ Iにおける像である.
次の条件を考える:

C と 4で割り切れるN を法とするある指標 ψで ψ(−1) = −1をみたすものが存在してψ0 = ψ2.(Hp)

次の結果は Theorem 6.2よりもわずかに強い結果である.

Theorem 8.1 ([H95, Theorem 4]). λ ∈ HomI-alg(h
ord(C,O)⊗ΛI, I)がprimitiveとする. 任意の素数 ℓ ̸=

pに対して (Hℓ)と (Hp)を仮定する. このとき平方因子を持たない正整数の組 (m,n)でm/n ∈
∏

ℓ|Np(Q
×
ℓ )

2

となるものに対し, Φ ∈ Kが存在し, k(P ) ≥ 1なる任意のP ∈ A(I)に対し, Lp(P 2, k(P ), λ⊗ψ−1χm) ̸= 0
ならば

Φ(P )2 =
Lp(P 2, k(P ), λ⊗ ψ−1χn)

Lp(P 2, k(P ), λ⊗ ψ−1χm)
ψP (n/m)(n/m)k(P )−1/2.(8-0-3)

ここで (m,n)に関する仮定のもとm/nはNpと素であることを注意しておく.

Remark 8.2. 上述の定理の記号のもと k(P ) > 1またはψ2
P ̸= 1を仮定する. このときLp(P 2, k(P ), λ⊗

ψ−1χn) ̸= 0と L(k(P ), λP ⊗ ψ−1
P χn) ̸= 0は同値.
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