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Abstract. 本稿は H. Hida, Elementary theory of L-functions and Eisenstein series (文献記号
[LFE])の §7.3, §7.4の概説で，第 24回 (2016年度)整数論サマースクール「保型形式の p 進 family

入門」での講演の内容をまとめたものである．
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0. はじめに

0.1. 本稿の位置付け. サマースクールの講演予稿 [小澤]で予告したように，本稿では [LFE]の設
定や議論の順序に忠実に沿い1，詳細な解説を試みる．筆者の判断により，必要に応じて原典に書
いていない説明を付け加えた．本稿が [LFE]の理解の一助となれば幸いである．なるべく議論の
目的意識が明確になるように書いたつもりだが，厳密さを重視したため，多少話の流れが見にく
い部分もあるかもしれない．流れの把握を優先する場合は，講演予稿 [小澤]を参照されたい．
なお，肥田理論の歴史や関連する研究など全体像を概観する場合には，第 17回 (2009年度)整

数論サマースクール「l 進ガロア表現とガロア変形の整数論」報告集に収録されている，落合理氏
による記事「肥田理論の紹介」([落合])をお勧めしたい．

0.2. 本稿の大まかな内容. 第 1節でWilesによって [Wil]で定式化された “Λ-adic forms” を紹介
する．第 2節では [LFE]の Theorem 7.2.1 (§7.2, p.202)の一部である，

“Mord
k (Γ0(pp

α), χω−k;O) の自由 O 加群としての階数が
2 以上の重さ k に依らず一定である”

という主張を Λ-adic formsの空間のControl Theorem (定理 2.2)として定式化し直した上で，証
明を与える．第 3節では Λ-adic Hecke algebra, 正規化された Λ-adic Hecke固有形式についてそ
の定義や基本的な性質を紹介する．
第 4節以降では，二つの保型形式 f と h に対して定まるRankin product L-関数 D(s, f, h) に

ついて議論する．第 4節では D(s, f, h) の特殊値の代数性などを復習する．第 5節と第 6節で，こ
の特殊値の代数的な部分を p-進的に補間する．第 5節では f を Λ-adic formに置き換えた 1 変数
p-進 L-関数を，第 6節では f と h をそれぞれ Λ-adic formsに置き換えた 2 変数 p-進 L-関数を
構成する．

0.3. 記法と文献の引用について. 記号については基本的に [LFE]で用いられているものを踏襲す
る．p を素数とし，p が奇素数のとき p = p, p = 2 のとき p = 4 とおく．W = 1+pZp を Z×

p の
主単数群として，u = 1+ p ∈W とおく．Teichmüller指標を ω : Z×

p → (Z/pZ)× ↪→ Z×
p で表し，

x ∈ Z×
p に対し ⟨x⟩ = xω(x)−1 ∈ W とおく．ϕ を Euler関数，Z×

p に含まれる 1 の ϕ(p) 乗根の
集合を µϕ(p) とすると，ω を µϕ(p) に制限したものは (Z/pZ)× への同型である．従って，その逆
写像のことも ω : (Z/pZ)× → µϕ(p) ↪→ Z×

p と書いて法 p のDirichlet指標とみなす．Q,Qp をそ
れぞれ Q,Qp の代数閉包とする．体の埋め込み Q ↪→ Qp と体の同型 Qp

∼= C をそれぞれ固定し，
これらの合成を介して Q を C の部分体とみなす．Qp の有限次拡大体は全て Qp の中で考える．
以下，[LFE]を引用する場合は引用記号 [LFE]を省略する．定理等の番号について，例えば §7.3

にある Theorem 1を引用する場合, 本稿では Theorem 7.3.1と記載する．
本稿内での相互参照は，日本語で「第 1節」「第 1.1節」「定義 1.1」のように表記する．

1. Λ-adic forms, Hecke operators and the ordinary projector

1.1. Λ-adic forms. 本稿では以下を Λ-adic formの定義とする．定義 1.1は §7.3, p.208の定義
(Λ′)に対応しており，§7.1, p.196の定義 (Λ)と見かけが少し異なる．しかし ordinaryな Λ-adic

formsの空間に限れば 2つの定義は一致することが，後に明らかになる (定理 2.19).

1[LFE]では tame levelが 1 の場合しか説明されていないが，本稿では tame level N が一般の場合を説明した．実
際の研究で Λ-adic formsが用いられる場合，一般の tame levelを扱うことが多いためである．しかし，tame levelを
一般にすると何が変わるのか (あるいは変わらないのか), 重要な差異がある場合 N = 1 のとき特に何が云えるのか，
強調するように書いたので，あまり構えずに読み進めてほしい．
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N を p と互いに素な 1 以上の整数，α を 0 以上の整数，χ : (Z/NppαZ)× → Q×
p を法 Nppα

の偶指標 (χ(−1) = 1)とする．Qp の有限次拡大体の整数環 O を，χ の値を含むように取り，
Λ = O[[X]] とおく．

定義 1.1. Λ 係数の q に関する形式的べき級数 F (X; q) =
∑∞

n=0 a(n, F )(X)qn ∈ Λ[[q]] が tame

level N , 指標 χ の Λ-adic form (resp. Λ-adic cusp form) であるとは

F (uk − 1; q) =

∞∑
n=0

a(n, F )(uk − 1)qn ∈Mk(Γ0(Nppα), χω−k;O)

(resp. F (uk − 1; q) =

∞∑
n=0

a(n, F )(uk − 1)qn ∈ Sk(Γ0(Nppα), χω−k;O))

が有限個を除くすべての整数 k ≥ 1 について成り立つことをいう．また，tame level N , 指標 χ

の Λ-adic form F が ordinaryであるとは，有限個を除くすべての整数 k ≥ 1 に対し

F (uk − 1; q) =
∞∑
n=0

a(n, F )(uk − 1)qn ∈Mord
k (Γ0(Nppα), χω−k;O)

が成り立つことをいう．M(N,χ,Λ), S(N,χ,Λ), Mord(N,χ,Λ), Sord(N,χ,Λ) をそれぞれ tame

level N , 指標 χの Λ-adic forms, Λ-adic cusp forms, Λ-adic ordinary forms, Λ-adic ordinary cusp

formsのなす集合とする．Tame level N , 指標 χ とべき級数環 Λ について曖昧さがないときは単
に M = M(N,χ,Λ) などと書く．

注意 1.2. §7.3や [小澤]で M(χ,Λ) と書いている集合は，tame level 1 の Λ-adic formsの集合，
すなわち本稿における M(1, χ,Λ) に他ならない．

F (uk−1; q) を F の (重さ k での)特殊化という．以下 Λ-adic formsに対し，これまで考えてき
たMk(Γ0(Nppα), χω−k;O) の元を古典的モジュラー形式 classical modular forms と呼ぶ．

注意 1.3. (1) 定義 1.1のような，いわゆる “q-展開の p-進補間” によるモジュラー形式の p-進
族の定義は，Wilesが初めて編み出し，[Wil]で発表された．肥田理論の端緒となった 2編
の論文 [H86a]及び [H86b]では専らHecke環の p-進的な性質が論じられていて，定義 1.1

の概念は登場しない．
(2) 定義 1.1で χ を偶指標に限定する理由は，χ(−1) = −1 の場合，各整数 k ≥ 1 に対し

χω−k(−1) = −(−1)k,Mk(Γ0(Nppα), χω−k;O) = 0 となり，従って M(N,χ,Λ) が自明
だからである．

(3) 定理 2.2 (Control Theorem)で見るように，2 以上の整数 k については，Mord の元の重
さ k での特殊化の様子が非常によく統制されている．一方で，k = 1 の場合の特殊化につ
いては事情が異なる．これに関連する話題が，本サマースクールにおける佐々木秀氏の講
演で解説された．報告集原稿 [佐々木]を参照されたい．

M(N,χ,Λ), S(N,χ,Λ), Mord(N,χ,Λ), Sord(N,χ,Λ) には Λ の元のスカラー倍により Λ-加群
の構造が入る．第 1.3節で見るようにMord と Sord は Λ-加群として有限生成だが，M と S につ
いては重さ k が大きくなる時のMk(Γ0(Nppα), χω−k;O) の階数の増大が急激であるため，同様
の性質は期待できない．

1.2. Λ-adic formsの空間のHecke作用素. 次に M の上にHecke作用素を定義する．主単数群
W の位相的生成元として u = 1+p を固定していた．写像 Zp →W ; s 7→ us は位相群の同型であ
る．この写像の逆写像を s :W → Zp;x 7→ s(x) = logp(x)/ logp(u)と書く．群準同型 κ :W → Λ×

を κ(us) = (1 +X)s で定める．m を Λ のただ一つの極大イデアルとすると，κ は W の p-進位
相と Λ× の m-進位相について連続である．
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定義 1.4 (§7.3, p. 209 (1)). n を正の整数とする．M(N,χ,Λ) に属する Λ-adic form F , そのべ
き級数展開 F =

∑∞
m=0 a(m,F )(X)qm に対し，F |T (n) ∈ Λ[[q]] を以下で定める：

a(m,F |T (n))(X) =
∑

0<b|(m,n),p∤b

κ(⟨b⟩)(X)χ(b)b−1a(mnb−2, F )(X).

F (uk − 1) ∈Mk(Γ0(Nppα), χω−k;O) となる整数 k ≥ 1 に対し

a(m,F |T (n))(uk − 1) =
∑

0<b|(m,n),p∤b

κ(⟨b⟩)(uk − 1)χ(b)b−1a(mnb−2, F )(uk − 1)

=
∑

0<b|(m,n),p∤b

(us(⟨b⟩))kχ(b)b−1a(mnb−2, F )(uk − 1)

=
∑

0<b|(m,n),p∤b

⟨b⟩kχ(b)b−1a(mnb−2, F )(uk − 1)

=
∑

0<b|(m,n),p∤b

(χω−k)(b)bk−1a(mnb−2, F )(uk − 1)

= a(m,F (uk − 1)|T (n))

となるので (F |T (n))(uk−1) = F (uk−1)|T (n) ∈Mk(Γ0(Nppα), χω−k;O)である2．よって T (n)

はM(N,χ,Λ) を保つ．また S,Mord,Sord がそれぞれ T (n) で保たれることもこの計算から従う．
この T (n) を (n での) Hecke作用素という．

注意 1.5. (1) 整数 m,n ≥ 1 に対し，T (m) と T (n) の作用は可換である．
(2) Np を割らない素数 l に対し，T (l2)− T (l)2 = κ(⟨l⟩)(X)χ(l)l−1 となる．特に，この式の
右辺はMk(Γ1(Nppα);O) 上の diamond operatorを p-進的に補間している．

1.3. Λ-adic formsの空間の Λ-加群としての構造. 次に Mord,Sord の Λ-加群としての構造を調
べる．次が知られている：

定理 1.6 (Theorem 7.3.1; §7.3, p.209). Mord(N,χ,Λ) と Sord(N,χ,Λ) はそれぞれ有限生成自由
Λ-加群である．

Mord と Sord で証明の方法が全く同じなので，以下では Mord = Mord(N,χ,Λ) について上の
定理を示す．Λ はKrull次元 2 の局所環でUFD，その唯一の極大イデアルを m とすると Λ は m-

進位相についてコンパクトであることに注意せよ．以下，L で Λ の商体を表す．証明を次の二段
階に分ける：

(1) Mord が有限生成 Λ-加群で Λ-torsionがないことを示す；
(2) Mord が自由 Λ-加群であることを示す．

証明に必要な補題を一つ紹介する：

補題 1.7 (Weierstrassの p 進準備定理 (Lemma 7.3.1; §7.3, p.209)). 多項式

P (X) = a0 + a1X + · · ·+ an−1X
n−1 +Xn ∈ O[X]

は，任意の i = 0, 1, . . . , n − 1 について ai ∈ ϖO を満たすとき distinguished polynomialと呼
ばれる．ただし ϖ は O の素元の一つである．0 でない任意のべき級数 A(X) ∈ Λ は，ある
整数 µ ≥ 0, distinguished polynomial P (X) ∈ O[X] と単元 U(X) ∈ Λ× を用いて一意的に
A(X) = ϖµP (X)U(X) と表される．特に，0 でない Λ の元の零点は有限個である．

2ただし F (uk − 1)|T (n) の T (n) はレベル Nppα のそれである (一般にレベル Nppα の T (p) とレベル N の T (p)

の定義は異なるので，このような注意をしている).
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この補題の証明については，[Wa] §7.1, Theorem 7.3を参照されたい．

定理 1.6 の証明. (1) M をMordに含まれる有限生成自由 Λ-加群，その Λ-基底を F1, F2, . . . , Fr

とする．線形独立性から，行列式 D(X) = det(a(ni, Fj)(X))1≤i,j≤r が Λ の元として 0 で
ないような r 個の整数 n1, n2, . . . , nr ≥ 0 が取れる．補題 1.7より D(X) の零点は有限個
だから，整数 k ≥ 2 で次の 2条件を満たすものが取れる：
(a) D(uk − 1) ̸= 0;

(b) 任意の i に対し fi = Fi(u
k − 1) ∈Mord

k (Γ0(Nppα), χω−k;O).
このように k を取ると f1, f2, . . . , fr は O 上線形独立である．Theorem 7.2.2 (§7.2, p.203)
よりMord

k (Γ0(Nppα), χω−k;O) の O-加群としての階数は重さ k に依存しない値で上か
ら評価される．そこで M をその階数 r が最大になるように取ると，Mord の任意の元 F

は Fi たちの L 上の線形結合で F =
∑r

i=1 xiFi (xi ∈ L) と書ける．ただし L は Λ の商
体．その結合係数に関する連立方程式

(a(ni, Fj)(X))1≤i,j≤r · t(x1 · · · xr) = t(a(n1, F )(X) · · · a(nr, F )(X))

を解いて D(X)Mord ⊂ ⊕ri=1ΛFi を得る．さらにMord が Λ[[q]] の Λ-部分加群であるゆえ
Λ-torsionを持たないことと，ΛがNoether環であることに注意すると，Mord ∼= D(X)Mord

は有限生成 Λ-加群である．
(2) 先の議論により，整数 k ≥ 2 で，任意の整数 j ≥ k と F ∈ Mord に対し F (uj − 1) が
Mord

j (Γ0(Nppα), χω−j ;O) に属するものが取れる．多項式 Pk を Pk = X − (uk − 1) で
定める．F ∈Mord が F (uk − 1) = 0 を満たすとすると，Λ は一意分解整域だからあるべ
き級数 G ∈ Λ[[q]] があり F = PkG となる．整数 j ≥ k + 1 に対し

G(uj − 1) = F (uj − 1)/(uj − uk)∈Mord
j (Γ0(Nppα), χω−j ;O)

となるから G ∈Mord. すなわち写像

Mord/PkM
ord →Mord

k (Γ0(Nppα), χω−k;O);F mod PkM
ord 7→ F (uk − 1)

は単射．O は離散付値環，特に単項イデアル整域だから Mord/PkM
ord は有限生成自由

O-加群となる．F1, F2, . . . , Fr ∈ Mord を f1, f2, . . . , fr が Mord/PkM
ord の O-基底とな

るように取ると M = ⊕ri=1ΛFi は Mord の有限生成 Λ-自由部分加群である．次の可換図
式を考える：

0 −−−−→ M
i−−−−→ Mord −−−−→ Cok(i) −−−−→ 0y×Pk

y×Pk

y×Pk

0 −−−−→ M
i−−−−→ Mord −−−−→ Cok(i) −−−−→ 0y y y

M/PkM
ī−−−−→ Mord/PkM

ord −−−−→ Cok(i)/PkCok(i)

M の取り方より ī が同型だから，蛇の補題により Cok(i)/PkCok(i) = 0. Λ が局所環な
ので PkΛ は Λ の Jacobson根基 (すなわち極大イデアル m)に含まれる．中山の補題によ
り Cok(i) = 0, すなわち Mord =M を得る．

□

1.4. The ordinary idempotent. §7.2の Lemma 7.2.1 (p.201)で冪等射影子 ordinary idem-

potent e :Mk(Γ0(Nppα), χω−k;O)→Mord
k (Γ0(Nppα), χω−k;O) を定義した3．この類似とし

3実際には N = 1 の場合しか説明されていないが，N が一般の場合も全く同様の方法で定義可能．
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て，Λ-adic formsの空間にも冪等射影子 e : M→Mord を定められることが，§7.3の pp. 211–212

で述べられている．F ∈M を取り，F |e ∈Mord を定義したい．Λ-adic formsの定義から，ある
整数 a ≥ 2 が存在し，任意の整数 k ≥ a に対し F (uk − 1) ∈ Mk(Γ0(Nppα), χω−k;O) となる．
各整数 k ≥ a に対しMa,k(O) =

∑k
l=aMl(Γ0(Nppα), χω−l;O) とおく．

補題 1.8. 実際にはMa,k(O) = ⊕kl=aMl(Γ0(Nppα), χω−l;O) が成り立つ．

Proof. A = O∩Q とおくと A は C の部分代数と見なせる．まず A に対して主張を示す．モ
ジュラー形式 fl ∈ Ml(Γ0(Nppα), χω−l;A) たちが

∑k
l=a fl = 0 を満たすと仮定する．相異なる

行列 γa, γa+1, . . . , γk ∈ Γ1(Nppα) を，det(j(γi, z)
l)a≤i,l≤k が上半平面 H 上の関数として恒等的

に 0 ではないように取れる (Vandermondeの行列式). fl たちが Γ0(Nppα) に関する保型性を満
たすことから，各 a ≤ i ≤ k に対し

k∑
l=a

fl(z)j(γi, z)
l =

k∑
l=a

fl(γiz) = 0

が成り立つ．連立方程式

(j(γi, z)
l)a≤i,l≤k · t(fa(z), · · · , fk(z)) = t(0, · · · , 0)

を解いて fa = fa+1 = · · · = fk = 0. これで A について補題の主張が示された．O に対する主張
はMa,k(O) =Ma,k(A)⊗A O より従う． □

補題 1.8によりMa,k(O) 上にHecke作用素 T (n) の作用を

(⊕kl=afl)|T (n) = (⊕kl=afl|T (n))

で定めることができる．Ma,k(O) は有限生成自由 O-加群だから，EndO(Ma,k(O)) の中でHecke

作用素 T (n) (n = 1, 2, . . .) が生成する O-代数 Ra,k は有限生成自由 O-加群．よってLemma 7.2.1

より各 k について冪等元 ek = limn→∞ T (p)n! ∈ Ra,k が定まる．ここで

Ma,k =
{
G ∈M | G(ul − 1) ∈Ml(Γ0(Nppα), χω−l;O), a ≤ ∀l ≤ k

}
,

M′
a,k =

{
G ∈Ma,k | G(ul − 1) = 0, a ≤ ∀l ≤ k

}
とおくと，準同型

Ma,k/M
′
a,k →Ma,k(O);G 7→ ⊕kl=aG(ul − 1)

は単射．Ma,k,M
′
a,k がそれぞれ Hecke作用素で保たれることから Ma,k/M

′
a,k もまた然り．よっ

て ek が Ma,k/M
′
a,k に作用する．整数 a ≤ j ≤ k に対し自然な射影

πk,j : Ma,k/M
′
a,k →Ma,j/M

′
a,j ;G mod M′

a,k 7→ ⊕
j
l=aG(u

l − 1)

があり，πk,j ◦ ek = ej ◦ πk,j が成り立つ．一方で多項式 Ωk を Ωk =
∏k
l=a(X − (ul − 1)) で定め

ると，Λ が一意分解整域であることから Ma,k/M
′
a,k は自然に (Λ/ΩkΛ)[[q]] の一部と見なせる．

注意 1.9. ΩkMa,k ⊂M′
a,k が定義から従うが，逆向きの包含関係は一般に成り立たない (ただし

M′
a,k ⊂ ΩkM は成り立つ).

以上の議論により，整数 n ≥ 1 に対し

a(n, F |e)(X) = lim←−
k

a(n, (F mod M′
a,k)|ek) ∈ lim←−

k

(Λ/ΩkΛ) = Λ
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が定まる．任意の整数 k ≥ a に対し a(n, F |e)(uk − 1) = a(n, F (uk − 1)|e), すなわち F |e ∈Mord

が成り立つ．また，単位元 0 ∈ Λ の 2つの基本近傍系 {mn}∞n=1 と {Ωk}k≥a の定める位相が互い
に同相だから，m-進位相について

F |e = lim
n→∞

F |T (p)n! (1.1)

が成り立つ．これらをまとめたのが次の命題である：

命題 1.10 (Proposition 7.3.1; §7.3, p.212). 冪等，すなわち e2 = e を満たす Λ-加群の準同
型 e : M(N,χ,Λ) → Mord(N,χ,Λ) で，以下の性質を持つものが一意的に存在する：“任意の
F ∈M(N,χ,Λ) と，任意の F (uk − 1) ∈Mk(Γ0(Nppα), χω−k;O) なる整数 k ≥ 1 に対し

(F |e)(uk − 1) = F (uk − 1)|e

が成り立つ”

この e を ordinary idempotentという．

2. The control theorem

この節では，§7.3の主定理であるControl Theoremの主張を紹介し，その証明を細部にわたっ
て解説する．

2.1. Control Theoremの主張と証明のあらすじ. Control Theoremの主張を述べるために，Λ-

adic formsの特殊化の概念を広げておく．

記法 2.1. L で Λ の商体を表す．Λ-代数 A に対し M(N,χ,A) = M(N,χ,Λ) ⊗Λ A と書く．
Mord, S, Sord などに対しても同様の記法を用いる．また K で O の商体を表す．位数有限の指
標 ε :W → Q×

p に対し，Λε = O[ε][[X]] とおく．

整数 k と位数有限の指標 ε : W → Q×
p に対し Pk,ε で ε(u)uk − 1 の O 上の最小多項式を

表す．ε が自明な場合，Pk,1 をこれまでと同様 Pk と書く．O-代数の準同型 φk,ε : Λ → O[ε] を
φk,ε(X) = ε(u)uk − 1 で定める．すなわち ker(εk,ε) = Pk,εΛ である．φk,ε をテンソル積による係
数拡大で自然に O[ε]-代数の準同型 φk,ε : Λε → O[ε] に延長する．これに伴い，O-加群の準同型
φk,ε : M(N,χ,Λ)→ O[ε][[q]] も O[ε]-加群の準同型

φk,ε : M(N,χ,Λε)→ O[ε][[q]];F (X; q) 7→ F (ε(u)uk − 1; q)

に延長される．これを (k, ε) での特殊化という．

定理 2.2 (Theorem 7.3.3; §7.3, p.215の後半の主張). χ を W 上自明な (すなわち法 Np の)偶指
標，ε : W → Q×

p を ker(ε) = W pr(ε) を満たす指標とする．このとき任意の整数 k ≥ 2 について
次が成り立つ：

φk,ε(M
ord(N,χ,Λε)) =Mord

k (Γ0(Nppr(ε)), εχω−k;O[ε]). (2.1)

Λ-adic ordinary cusp formsの空間についても同様の主張が成り立つ．

以下，式 (2.1)の右辺の空間をMord
k,ε =Mord

k (Γ0(Nppr(ε)), εχω−k;O[ε]) と略記する．定理 2.2

はMord
k,ε の O[ε]-加群としての階数が重さ k ≥ 2 に依らず，その一定の値がMord(N,χ,Λ) の Λ-

加群としての階数に一致することを主張している．特にこの定理が Theorem 7.2.1 (§7.2, p.202)
を含んでいることに注意されたい．
さて，この定理の証明はどのようにして与えられるのだろうか．以降の議論の見通しを良くす

るため，先にその証明の大まかな方針を明らかにしておきたい．証明は大きく 2つの段階に分け
られる：
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(1) 十分大きなすべての整数 k について (2.1)が成り立つことを示す．
(1-a) Mord(N,χ,L) の部分集合 {G} で，Mord(N,χ,L) を L 上生成するものを，Λ-adic

Eisenstein級数を用いて具体的に構成する (命題 2.18 (1)).

【§7.3の p. 212, Proposition 7.3.1の直後から p. 213, 下から 9行目まで】
(1-b) (1-a)で構成した {G} の元を用いて，Mord(N,χ,Λε) とMord(N, εχ,Λε) の間に同型

があることを見る (定理 2.19). この結果 φk,ε(M
ord(N,χ,Λε)) が Mord

k,ε に含まれる
ことが分かる．ここでは指標 ε の導手に関する考察が肝要である．
【§7.3の p. 213, 下から 8行目から p. 214, Theorem 7.3.2まで】

(1-c) φk,ε(M
ord(N,χ,Λε)) が Mord

k,ε を含むことを示す．この部分の証明は，任意の整数
k ≥ 1 について通用する方法で与えられる (命題 2.20).

【§7.3の p. 215, Theorem 7.3.3の前半部とその証明】
(2) すべての整数 k ≥ 2 について (2.1)が成り立つことを示す．
このステップにおいて最も重要な問題は，すべての整数 k ≥ 2に対して φk,ε(M

ord(N,χ,Λε))

がMord
k,ε に含まれるか否かである．ステップ (1-c)で逆向きの包含関係が成り立つことは

示したから，
rankΛ(M

ord(N,χ,Λ)) = rankO[ε]Mord
k,ε

を任意の整数 k ≥ 2 について示せば良い4．ステップ (1)を踏まえれば，これは任意の整数
k ≥ 2について rankO[ε]Mord

k,ε = rankO[ε]Mord
2,ε を示すことに他ならない．Eichler-Shimura

同型により両者を多項式表現の群コホモロジーと同一視して，コホモロジー群へのHecke

作用素 T (p) の作用を注意深く観察することにより階数の一致を示す (定理 2.22).

【§7.3の p. 215, Theorem 7.3.3の後半部とその証明 (p. 218, 上から 3行目まで)】

2.2. ステップ (1-a). この節では Λ-adic Eisenstein級数と畳み込み積について必要となる事項を
述べ，Mord(N,χ,L) の L 上の生成系を具体的に与える．

2.2.1. Λ-adic Eisenstein級数. §7.1で，Teichmüller指標 ω の冪である指標 ψ : (Z/pZ)× → Z×
p

に対し，次の性質を満たす Λ-adic Eisenstein級数 E(ψ) を構成した：

命題 2.3 (Proposition 7.1.1; §7.1, p.198). µϕ(p) ∼= (Z/pZ)× への制限が ψ に一致する任意の原
始的指標 η : (Z/ppαZ)× → Q× と，任意の整数 k ≥ 1 に対して

E(ψ)(η(u)uk − 1) = Ek(ηω
−k)(z)− (ηω−k)(p)pk−1Ek(ηω

−k)(pz)

∈Mord
k (Γ0(pp

α), ηω−k;Zp[η]).

ここではこの Λ-adic Eisenstein級数の定義を拡張したい．定数項を定義することが構成の本質
である．古典的なEisenstein級数の定数項はDirichlet L-関数の非負整数での特殊値で記述される
ため，それらを p-進的に補間する E(χ) の定数項が p-進 L-関数と関連することは自然である．こ
のことを [Wil] §1.3に沿って振り返りたい．
久保田-Leopoldtの p-進 L 関数 Lp(s, η) の (構成方法等の)詳細には立ち入らないので，[Iw]や

[Wa] §7を参照されたい．ここで必要となる重要な性質として，Lp(s, η) は s ∈ Zp \ {1} 上の p-

進連続関数であり，以下の補間性質で一意に特徴付けられる ((1.3.2); p. 542 of [Wil]):

Lp(1− k, η) = L(1− k, ηω−k)(1− ηω−k(p)pk−1) for k = 1, 2, . . ..

4実際，rankΛ(M
ord(N,χ,Λ)) = rankO[ε]Mord

k,ε が示せれば，φk,ε(M
ord(N,χ,Λε)) ⊇ Mord

k,ε がステップ (1-c)で示
されていることと，φk,ε(M

ord(N,χ,Λε))とMord
k,ε がいずれも有限生成自由 O[ε]-加群であることより，両者の商は位数

有限な O[ε]-加群となる．すなわち，O[ε] の素元 ϖ の適当な冪 ϖn (n ∈ Z≥0) で φk,ε(M
ord(N,χ,Λε)) ⊆ ϖ−nMord

k,ε

となるものが取れる．一方で定義から φk,ε(M
ord(N,χ,Λε))は O[ε][[q]]に含まれるから，ϖ−nMord

k,ε ∩O[ε][[q]] = Mord
k,ε

であることに注意して両者は一致する．
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さらに Lp(s, η) は以下の意味で p-進解析的 (べき級数で表される関数)である．

定義 2.4 (cf. p. 542 of [Wil]). η : (Z/NppαZ)× → O× を法 Nppα の指標とする．η が有理数体
の大域類体論を経由して W = 1+pZp の位数有限指標と見なせるとき，η は W 型であるという．

W 型の指標 η に対し，W の生成元 u = 1 + p を写像

Z×
p → (Z/ppαZ)× ↪→ (Z/NppαZ)× ∼= (Z/NZ)× × (Z/ppαZ)×

で移した元の η による像を η(u) と書く．冪級数 Hη(X) ∈ Λ を

Hη(X) =

{
η(u)(1 +X)− 1 if η is of type W,

1 otherwise

とおく．このとき，べき級数 Gη(X) ∈ 2Λ で，任意の s ∈ Zp \ {1} に対し

Lp(1− s, η) = Gη(u
s − 1)/Hη(u

s − 1)

となるものが一意的に存在する ((1.3.4); p. 542 of [Wil]). 特に η が W 型でなければ Lp(s, η) は
s = 1 でも解析的 (従って連続)で，W 型の指標 ε に対しては

Gεη(X) = Gη(ε(u)(1 +X)− 1) (in O[ε][[X]])

が成り立つことが知られている ([Wa] §7.2にも多少説明がある).

定義 2.5 (cf. (1.3.5); p. 543 of [Wil]5). 偶指標 χ : (Z/NppαZ)× → O× に対し，Λ-adic Eisen-

stein級数 E(χ) を以下で定義する：

a(0, E(χ))(X) =
Gχ(X)

2Hχ(X)
;

a(n,E(χ))(X) =
∑

0<d|n,p∤d

χ(d)Ad(X) (n = 1, 2, . . .).

ただし Ad(X) ∈ Λ は §7.1, p. 197で定義されたものとする．

E(χ) の特殊化を計算する．整数 k ≥ 1 と位数有限の指標 ε :W → Q×
p に対し

a(0, E(χ))(ε(u)uk − 1) = Gχ(ε(u)u
k − 1)/2Hχ(ε(u)u

k − 1)

= Gεχ(u
k − 1)/2Hεχ(u

k − 1)

= 2−1Lp(1− k, εχ)

= 2−1L(1− k, εχω−k)(1− (εχω−k)(p)pk−1),

a(n,E(χ))(ε(u)uk − 1) =
∑

0<d|n,p∤d

χ(d)d−1(ε(u)uk)s(⟨d⟩)

=
∑

0<d|n,p∤d

χ(d)ε(⟨d⟩)⟨d⟩kd−1

=
∑

0<d|n,p∤d

(εχω−k)(d)dk−1

5[Wil]における Λ-adic form F (X) の定義は，F (ε(u)uk−2−1) が重さ k のモジュラー形式になることを要請してい
て，本稿の定義とは uのべきが 2だけずれている．そのため [Wil]の (1.3.5)では Gχ(X)の代わりに Gχ(u

2(1+X)−1)

を考えている (Hχ(X) についても同様).
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となる．従って

E(χ)(ε(u)uk − 1) = Ek(εχω
−k)(z)− (εχω−k)(p)pk−1Ek(εχω

−k)(pz)

∈Mord
k (Γ0(Nppmax{α,r(ε)}), εχω−k;O[ε])

が成り立つ. χ が W 型でないとき E(χ) ∈ Mord(N,χ,Λ) となる．一方 χ が W 型のとき，
E(χ) の定数項 a(0, E(χ))(X) が Λ の元ではないが，Hχ(X)E(χ) ∈ Mord(N,χ,Λ) が成り立つ
(Proposition 1.3.1; p. 542 of [Wil]).

以下の議論では，Λ-adic Eisenstein級数の定義を更に拡張しておく必要がある．

定義 2.6. χ : (Z/NppαZ)× → O× を，定義 2.5と同様の偶指標とする．Dirichlet指標 η1, η2 と
正の整数 t の組 (η1, η2, t) で，以下の条件を満たすもの全体の集合を A(Nppα, χ) で表す：

(1) χ = η1η2,

(2) vi で ηi の導手を表す時，tv1v2 | Nppα かつ p ∤ tv2.

特に (χ,11, 1) ∈ A(Nppα, χ) となることに注意されたい．

定義 2.7. (η1, η2, t) ∈ A(Nppα, χ) に対し E(η1, η2; t) ∈ L[[q]] を以下で定める：

E(η1, η2; t)(X; q) = δ(η2)
Gη1(X)

Hη1(X)
+

∞∑
n=1

 ∑
0<d|n,p∤d

η1(d)η2(n/d)Ad(X)

 qtn.

ただし δ(η2) は η2 = 11 の時 1/2, それ以外の時 0 とする．

この E(η1, η2; t)が ordinary Λ-adic formとなること，またこのように拡張された Λ-adic Eisen-

stein級数を考える必要があることについては，第 2.2.2節で述べる．

注意 2.8. 定義 2.7で (η1, η2, t) = (χ,11, 1) としたものが，定義 2.5の E(χ) である．また，η1 が
W 型でないなら E(η1, η2; t) が Λ[[q]] に属し，η1 が W 型のときは Hη1(X)E(η1, η2; t) が Λ[[q]]

に属する．

2.2.2. 古典的なEisenstein級数が生成する空間. ステップ (1-a)の目的は，Λ-adic Eisenstein級数
と畳み込み積を用いて Mord(N,χ,L) の生成元を与えることである．そのために，まずは古典的
な Eisenstein級数が生成する空間に関する結果を振り返る6．

定義 2.9 (cf. [H86b] §5). 整数 k ≥ 2 と r ≥ 1, v1v2 | Npr なる正の整数の組 (v1, v2), 法 vi の
Dirichlet指標 ψi (i = 1, 2) と正の整数 t に対し

Ek(ψ1, ψ2; t)(z) = δ(ψ2)L(1− k, ψ1) +

∞∑
n=1

∑
0<d|n

ψ1(d)ψ2(n/d)d
k−1

 qtn

とおく．ここで δ(ψ2) は ψ2 = 11 の時 1/2 で，それ以外の時 0 とする．

この Ek(ψ1, ψ2; t) の性質について，我々の議論に必要な部分を抜粋しておく：

補題 2.10 (cf. Lemma 5.2; p. 576 of [H86b]). k ≥ 2 と r ≥ 1 を整数とする．
(i) 以下の条件が満たされる時，定義 2.9の Ek(ψ1, ψ2; t) は Mk(Γ1(Np

r)) の元の q-展開に
なる：
(a) ψ1ψ2(−1) = (−1)k かつ tv1v2 | Npr,
(b) k > 2 のとき，i = 1, 2 に対し ψi が法 vi で原始的，

6この部分に関しては，tame level N を一般にしたことの影響が大きく，(議論の手筋は似ているものの) [LFE]の
みを参考文献として説明するのは困難であった．読者は適宜 [H86b]の §5や [Wil]の §1.3, §1.4を参照してほしい．
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(c) k = 2 で次のいずれかの条件が成り立つ：
(c-1) ψ1 が法 v1 で原始的で ψ2 = 1v2, または ψ2 が法 v2 で原始的で ψ1 = 1v1,

(c-2) ψi が法 vi で原始的で (ψ1, ψ2) ̸= (11,11),

(c-3) (ψ1, ψ2) = (1v1 ,1v2) かつ v1 が素数，かつ v2 = 1.

(ii) 各 k ≥ 2 と r ≥ 1 に対し，(i)の条件 (a), (b), (c)を満たす (ψ1, ψ2, t) からなる (ψ1, ψ2, t)

の組の集合を Ak(Np
r) で表すと，集合

{Ek(ψ1, ψ2; t)(z) | (ψ1, ψ2, t) ∈ Ak(Npr)}

が商空間 Ek(Γ1(Np
r),Q) =Mk(Γ1(Np

r),Q)/Sk(Γ1(Np
r),Q) を生成する．

注意 2.11. η を η(−1) = (−1)k を満たす法 Npr で原始的なDirichlet指標とすると，定義 2.9で
(ψ1, ψ2, t) = (η,11, 1) としたものが，従来考えてきた Eisenstein級数 Ek(η) に一致する．また，
定義から Ek(ψ1, ψ2; t)(z) = Ek(ψ1, ψ2; 1)(tz) である．

我々は特に ordinaryなモジュラー形式の空間に興味がある．Cp で Qp の p-進完備化を表す．
[H86b]の Lemma 5.3にあるように，商空間 Ek(Γ1(Np

r),Q) は Ek(Γ1(Np
r),Cp) に作用する or-

dinary idempotent e で保たれるので，e(Ek(Γ1(Np
r),Q)) を生成するEisenstein級数に着目する．

定義 2.12. k ≥ 2 を整数とし，補題 2.10 (ii)の Ak(Np
r) の部分集合 Aord

k (Npr) を

Aord
k (Npr) = {(ψ1, ψ2, t) ∈ Ak(Npr); cond(ψi) = vi (i = 1, 2) and p ∤ tv2}

で定義する．

補題 2.13 (cf. Lemma 5.3; p. 578 of [H86b]). 整数 k ≥ 2 と r ≥ 1 に対し，集合{
Ek(ψ1,1, ψ2; t)(z) | (ψ1, ψ2, t) ∈ Aord

k (Npr)
}

は Q 上線形独立で，商空間 e(Ek(Γ1(Np
r),Q)) の基底を与える．ただし指標 η : (Z/MZ)× → Q×

に対し，η1 で η の (Z/l.c.m.(M,p)Z)× への制限を表す．

N = 1 のとき，任意の (ψ1, ψ2, t) ∈ Aord
k (pr) が v2 = t = 1, ψ2 = 11 を満たすので，補題 2.13

により，Ek(η) の形の Eisenstein級数だけで商空間が生成できる．しかし，一般の tame level N

についてはそうとは限らない．これが，第 2.2.1節の定義 2.7で Λ-adic Eisenstein級数の定義を
拡張した理由である．では，その定義にある E(η1, η2; t) の特殊化として Ek(ψ1,1, ψ2; t) たちが得
られることを観察する．整数 k ≥ 2 と位数有限の指標 ε :W → Q×

p に対し，

E(η1, η2; t)(ε(u)u
k − 1)

= δ(η2)(1− (εη1ω
−k)(p)pk−1)L(1− k, εη1ω−k)

+
∞∑
n=1

 ∑
0<d|n,p∤d

(εη1ω
−k)(d)η2(n/d)d

k−1

 qtn

= Ek(εη1ω
−k, η2; t)(z)− (εη1ω

−k)(p)pk−1Ek(εη1ω
−k, η2; t)(pz)

= Ek((εη1ω
−k)1, η2; t)(z)

となる．最後の等号で t が p で割れないことを用いた．特に ε = 11 なら (η1ω
−k, η2, t) は

Aord
k (Nppα) に属する．従って E(η1, η2; t) ∈Mord(N,χ,L) となる．
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2.2.3. 古典的な cusp formsの空間の生成元. 第 2.2.2節では，古典的な Eisenstein級数が生成す
る空間について調べたが，第 2.2.5節で Mord(N,χ,L) の生成元を与える上では，古典的な cusp

formsの空間に関する次の定理も本質的に用いる：

定理 2.14 (Theorem 1.4.1; p. 546 of [Wil]7). ψ を法 Npr (r ≥ 1) の奇指標，k > 4 を整数とす
る．このとき，

• ψ1ψ2 = ψ, p | cond(ψi) (i = 1, 2), かつ
• cond(ψ1)cond(ψ2) | prcond(ψ)

なる Dirichlet指標 ψ1, ψ2 を，次の性質を満たすように取ることができる：“任意の法 Npr の偶
指標 χ で，χω−k が法 Npr で原始的なものに対し，有限個の整数 n1, n2, . . . , ns ≥ 1 が存在して，

((E1(ψ1, ψ2; 1)Ek−1(χψ
−1ω−k,11; 1))|e)|T (ni) (i = 1, 2, . . . , s)

が Sordk (Γ0(Np
r), χω−k,Cp) を Cp 上張る”

ただし E1(ψ1, ψ2; 1) は

E1(ψ1, ψ2; 1)(z) = δ(ψ2)L(0, ψ1) + δ(ψ1)L(0, ψ2) +

∞∑
n=1

∑
0<d|n

ψ1(d)ψ2(n/d)

 qn

で定義される重さ 1 の Eisenstein級数で，M1(Γ0(Np
r), ψ) の元である．

注意 2.15. 定理 2.14において，((E1(ψ1, ψ2; 1)Ek−1(χψ
−1ω−k))|e)|T (ni) たちは cusp formsであ

ることに注意されたい．実際，E1(ψ1, ψ2; 1)と Ek−1(χψ
−1ω−k)の，Γ1(Np

r)に関するカスプでの
定数項を観察すると，全てのカスプの同値類で両者が打ち消しあう．そのことの証明をAppendix

Aに記した．

2.2.4. 畳み込み積. 定理 2.14から見て取れるように，Sord(N,χ,L) の L 上の生成系を具体的に与
えるには，E1(ψ1, ψ2; 1)Ek−1(χψ

−1ω−k,11; 1) に特殊化する Λ-adic formがあればよい．それを
実現するのが畳み込み積である．

定義 2.16 (cf. (1.3.7); p. 543 of [Wil]). 指標 ψ : (Z/NppβZ)× → O× と整数 a ≥ 1 の偶奇が等し
い，すなわち ψ(−1) = (−1)a を満たすとする．このとき g ∈Ma(Γ0(Nppβ), ψ;O) と F ∈ Λ[[q]]

の畳み込み積 g ∗ F ∈ Λ[[q]] を以下で定める：

(g ∗ F )(X) = gF (ψ(u)−1u−a(1 +X)− 1).

特に F = E(χω−a) のとき，整数 k ≥ a+ 1 と位数有限の指標 ε :W → Q×
p に対し

(g ∗ E(χω−a))(ε(u)uk − 1) = gE(χω−a)((ψ−1ε)(u)uk−a − 1)

= g
{
Ek−a(ψ

−1εχω−k)(z)

− (ψ−1εχω−k)(p)pk−a−1Ek−a(ψ
−1εχω−k)(pz)

}
∈Mk(Γ0(Nppγ(ε)), εχω−k;O[ε])

となる (ψ−1ε · χω−a · ω−k+a = ψ−1εχω−k に注意せよ). ただし γ(ε) = max {α, β, r(ε)} とした．
この計算結果から g ∗ E(χω−a) ∈M(N,χ,L) となる8．

7N = 1 の場合は [LFE]の Theorem 5.4.1; §5.4, p.150. ただしそこでは E1(ψ1, ψ2; 1) の代わりに重さ a ≥ 2 の，
Ek−1(χψ

−1ω−k,11; 1) の代わりに重さ k − a の Eisenstein級数を考えている．
8より一般に F ∈ M(N,χω−a; Λ) ならば g ∗F ∈ M(N,χ,Λ) となるが，これを示すには以下の定理 2.19を認める

必要がある．E(χω−a)(X) についてはその特殊化の計算が，X = uk − 1 のみならず X = η(u)uk − 1 (η は Dirichlet

指標)に対しても既になされていることを，上の計算で用いている．
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注意 2.17. 実際には χω−a が W 型でなければ g ∗ E(χω−a) ∈ M(N,χ,Λ), W 型の場合は
((χω−aψ−1)(u)u−a(1 + X) − 1)(g ∗ E(χω−a)) ∈ M(N,χ,Λ) となる (Proposition 1.3.1; [Wil],

p.542).

2.2.5. Mord(N,χ,L) の具体的な生成元. 以下，定理 2.14の E1(ψ1, ψ2; 1) のことを h と書く．補
題 2.13と定理 2.14を用いると次の命題が示せる：

命題 2.18 (Proposition 7.3.2; §7.3, p.212). χ : (Z/NppαZ)× → O× を法 Nppα の偶指標とする．
また，ψ : (Z/NppβZ)× → O× を導手 Nppα の奇指標とする．このとき次の二つが成り立つ：

(1) (h ∗ E(χω−1))|e|T (n) (n = 1, 2, . . .) と E(η1, η2; t) ((η1, η2, t) ∈ A(Nppα, χ)) が L 上
Mord(N,χ,L) を生成する．

(2) k > 4 かつ χω−k が法 Nppα で原始的なら，写像

φk,1 : M
ord(N,χ,Λ)/PkM

ord(N,χ,Λ)→ O[[q]]

の像が K 上生成する K-ベクトル空間が Mord
k (Γ0(Nppα), χω−k;K) を含む．重さ k を

十分大きく取ると両者は一致する．

Proof. (2)を先に示す．χω−k の導手が Nppα だから，補題 2.13と定理 2.14より

(hEk−1(χψ
−1ω−k,1; 1))|e|T (n) (n = 1, 2, . . .),

Ek(η1,1, η2; t) ((η1, η2, t) ∈ Aord
k (Nppα) ∩A(Nppα, χω−k))

がMord
k (Γ0(Nppα), χω−k;K) を K 上張る．先の Λ-adic Eisenstein級数及び畳み込み積の特殊

化の計算結果と照らし合わせると，これらはそれぞれ

((h ∗ E(χω−1))|e)|T (n) (n = 1, 2, . . .),

E(η1, η2; t) ((η1, η2, t) ∈ A(Nppα, χ))

の (k,1) での特殊化として得られる．よって (2)の前半部が従う．(2)の条件を満たす整数 k > 4

を，φk,1 の像がMord
k (Γ0(Nppα), χω−k;O) に含まれるように更に大きく取る．すると φk,1 の像

が生成する K-ベクトル空間はMord
k (Γ0(Nppα), χω−k;K) に一致する．これで (2)の後半部も証

明できた．
次に (1)を示す．先の議論から

(Mord(N,χ,Λ)/PkM
ord(N,χ,Λ))⊗O K ∼=Mord

k (Γ0(Nppα), χω−k;K)

を満たす整数 k が少なくとも一つ存在する．この k に対して，定理 1.6の証明から分かるように，
Mord

k (Γ0(Nppα), χω−k;K) の K-ベクトル空間としての次元はMord(N,χ,Λ) の Λ-加群としての
階数 r に等しい．よって集合{

(h ∗ E(χω−1))|e|T (n); n = 1, 2, . . .
}
∪ {E(η1, η2; t); (η1, η2, t) ∈ A(Nppα, χ)}

の元の L 上の線形結合からなる有限集合 {Gj}rj=1 を，gj = Gj(u
k − 1) たちが K 上線形独立と

なるように取れる．すると Gj たちは L 上線形独立でなければいけないから，階数を比べて Gj

たちが L 上 Mord(N,χ,L) を張ることが分かる． □
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2.3. ステップ (1-b). ε : W → Q×
p を位数有限の指標とし，ker(ε) = W pr(ε) と書く．Λε[[q]] 上の

環の自己同型 ε∗ を

(ε∗F )(X; q) = F (ε(u)(1 +X)− 1; q)

で定める．定義から Λε[[q]] 上で φk,ε = φk,1 ◦ ε∗ となる．次が成り立つ：

定理 2.19 (Theorem 7.3.2; §7.3, p.214). ε∗ の Mord(N,χ,Λ) への制限が単射準同型

ε∗ : M
ord(N,χ,Λ) ↪→Mord(N, εχ,Λε)

を導き，ε∗(Mord(N,χ,Λ)) が Λε 上生成する Λε-加群が Mord(N, εχ,Λε) に一致する．特に Λε-

加群の同型

ε∗ : M
ord(N,χ,Λε) ∼= Mord(N, εχ,Λε)

がある．また，ε∗ は Hecke作用素 T (n) (n = 1, 2, . . .) 及び冪等射影子 (ordinary idempotent) e

と可換．さらに Mord(N, εχ,Λε) は次の性質で特徴付けられる：
“Nppδ を εχ の導手とすると，任意の F ∈ Mord(N,χ,Λε) は，有限個を除くすべての整数

k ≥ 1 に対して (ε∗F )(u
k − 1) ∈Mord

k (Γ0(Nppδ), εχω−k;O[ε]) を満たす”

同様の主張が Λ-adic ordinary cusp formsの空間についても成り立つ．

この定理の証明において肝要なのは指標 εχ の導手である．γ = max {α, r(ε)} とする．γ = δ

(すなわち εχ が Nppγ を法として原始的)ならば，以下のようにして，これまでの議論のみを用
いて定理 2.19が証明できる．

Proof. (γ = δ の場合) ε∗ とHecke作用素の可換性は，第 1.2節の T (n) の定義に基づいて確
認できる．また ε∗ は Λε の極大イデアルが定める位相について連続だから，式 (1.1)より ε∗ と
e は可換である．ε = 11 のとき主張が成り立つのは明らかだから，以下では ε は自明でない，す
なわち r(ε) ≥ 1 を仮定する．この仮定により (εχψ−1ω−k)(p) = 0, (εχω−k)(p) = 0 となる．第
2.2.2節の終わりで E(η1, η2; t) の，第 2.2.4節で h ∗ E(χω−1) の (k, ε) での特殊化をそれぞれ計
算した．その結果は

ε∗((h ∗ E(χω−1))|e|T (n)), ε∗(E(η1, η2; t)) ∈Mord(N, εχ,Lε)

を意味している．ただし Lε は Λε の商体である．仮定から εχ は Nppγ を法として原始的だか
ら，εχω−k が Nppγ を法として原始的であるような整数 k > 4 が取れる．すると定理 2.14が適
用できて，

ε∗((h ∗ E(χω−1))|e|T (n)) (n = 1, 2, . . .), ε∗(E(η1, η2; t)) ((η1, η2, t) ∈ A(Nppα, χ))

が Mord(N, εχ,Lε) を Lε 上生成することが分かる．これより定理の主張が従う． □

この証明を γ > δ となる場合も適用したい．上の証明で指標の原始性を用いているのは，定理
2.14を Sordk (Γ0(Nppγ), εχω−k;K[ε]) に適用する箇所である．そこでこの保型形式の空間につい
て考察する．集合として

Γ0(Nppγ)

(
1 0

0 p

)
Γ0(Nppγ) = Γ0(Nppγ)

(
1 0

0 p

)
Γ0(Nppγ−1) (2.2)

が成り立つ．式 (2.2)の左辺が定めるHecke作用素は

T (p) :Mk(Γ0(Nppγ), εχω−k;O[ε])→Mk(Γ0(Nppγ), εχω−k;O[ε])
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に他ならない．一方で (2.2)の右辺のHecke作用素

T (p) :Mk(Γ0(Nppγ), εχω−k;O[ε])→Mk(Γ0(Nppγ−1), εχω−k;O[ε])

は，値域の空間のレベルの p べきが一つ減る．従って，ordinaryな空間の上では T (p) が可逆で
あることに注意すると，T (p)γ−δ が同型

T (p)γ−δ :Mord
k (Γ0(Nppγ), εχω−k;O[ε]) ∼=Mord

k (Γ0(Nppδ), εχω−k;O[ε])

を導く．この同型により γ > δ のときも γ = δ の場合と同様に定理 2.19を証明できる．これにて
ステップ (1-b)の議論が終了した．特に，十分大きなすべての (指標 εχω−k の原始性はもう気に
しなくて良い)整数 k ≥ 2 に対して，可換図式

Mord(N,χ,Λε)/Pk,εM
ord(N,χ,Λε)

∼=−−−−→
ε∗

Mord(N, εχ,Λε)/PkM
ord(N, εχ,Λε)yφk,ε

yφk,1

Mord
k,ε

=−−−−→ Mord
k,ε

を得たことになる．ここで φk,1 は (従って φk,ε も)単射である．φk,1 の全射性を示すのがステッ
プ (1-c)の目標である．

2.4. ステップ (1-c). 定理 2.19の結果を受け，これ以降 χ は W 上自明な (つまり法 Np の)偶指
標とする．これは §7.1の冒頭に登場した Λ-adic formsの定義と合致している9．φk,1 が全射であ
ることは次の命題から従う：

命題 2.20 (Theorem 7.3.3; §7.3, p.215 の前半の主張). ε : W → Q×
p を位数 pr(ε) の指標と

し，f ∈ Mk(Γ0(Nppr(ε)), εχω−k;O[ε]) を重さ k ≥ 1 の古典的モジュラー形式とする．このと
きある F ∈ M(N,χ,Λε) が存在して (ε∗F )(u

k − 1) = f となる．さらに f が ordinaryなら
F ∈Mord(N,χ,Λε) とできる．

Proof. E′(X; q) ∈ Λ[[q]] を

E′(X; q) =
{
2−1(logp u)(p

−1 − 1)
}−1

XE(11,11; 1)(X; q)

で定める．2−1(logp u)(p
−1 − 1) は p 進単数だから E′(X; q) ∈ Mord(1,11,Λ) となる．また，

2−1(us − 1)ζp(1− s) の s = 0 での値が 2−1(logp u)(p
−1 − 1) であることを用いると E′(0; q) = 1

となる．F = f ∗ E′(X; q) とおくと整数 j ≥ k + 1 に対し

F (uj − 1) = fE′((εχω−k)−1(u)uj−k − 1; q)

= f
{
2−1(logp u)(p

−1 − 1)
}−1

(ε−1(u)uj−k − 1)E(1)(ε−1(u)uj−k − 1)

= f
{
2−1(logp u)(p

−1 − 1)
}−1

(ε−1(u)uj−k − 1)

×
{
Ej−k(ε

−1ω−j+k)(z)− (ε−1ω−j+k)(p)pj−k−1Ej−k(ε
−1ω−j+k)(pz)

}
∈Mj(Γ0(Nppr(ε)), χω−j ;O[ε])

となるから F ∈M(N,χ,Λε)．また

(ε∗F )(u
k − 1) = F (ε(u)uk − 1)= fE′(0; q) = f

となるから，この F が所望の元である．さらに f が ordinaryなら，Mord(N,χ,Λε) の元 F |e が
(ε∗(F |e))(uk − 1) = ((ε∗F )|e)(uk − 1) = f |e = f を満たす． □

9正確には N = 1 の場合に §7.1の Λ-adic formsの定義と一致する．
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注意 2.21. 上の証明を見ると，f が cusp formなら F ∈ S(N,χ,Λε), ordinaryな cusp formなら
F ∈ Sord(N,χ,Λε) とできることも分かる．

ステップ (1-c)の議論により，任意の整数 k ≥ 1 について，

φk,ε : M
ord(N,χ,Λε)/Pk,εM

ord(N,χ,Λε)→ O[ε][[q]];F 7→ F (ε(u)uk − 1)

の像がMord
k,ε を含むことが分かった．

2.5. ステップ (2). このステップの目標は次の定理の証明である：

定理 2.22 (定理 2.2の再掲). χ : (Z/NpZ)× → Z×
p を W 上自明な (すなわち法 Np の)偶指標，

ε : W → Q×
p を ker(ε) = W pr(ε) なる位数有限の指標とする．このとき任意の整数 k ≥ 2 につい

て，対応 φk,ε(F ) = F (ε(u)uk − 1) が以下の等式を導く：

φk,ε(M
ord(N,χ,Λε)) =Mord

k,ε :=Mord
k (Γ0(Nppr(ε)), εχω−k;O[ε]),

φk,ε(S
ord(N,χ,Λε)) = Sordk,ε := Sordk (Γ0(Nppr(ε)), εχω−k;O[ε]).

2.5.1. コホモロジー群への移行. ステップ (1)を踏まえると，十分大きな重さ k については定理
2.22が成り立つ，すなわち

rankΛ(M
ord(N,χ,Λ)) = rankO[ε]Mord

k,ε , rankΛ(S
ord(N,χ,Λ)) = rankO[ε]Sordk,ε

が成り立っている．さらにステップ (1-c)より，任意の整数 k ≥ 2 に対し包含関係

φk,ε(M
ord(N,χ,Λε)) ⊃Mord

k,ε , φk,ε(S
ord(N,χ,Λε)) ⊃ Sordk,ε

がある．よって任意の k ≥ 2 に対し rankO[ε]Mord
k,ε = rankO[ε]Mord

2,ε を示せばよい (任意の k ≥ 2

について

rankO[ε]Mord
k,ε = rankO[ε]Sordk,ε +#(Aord

k (Nppr(ε)) ∩A(Nppr(ε), εχω−k))

であり，右辺の第 2項は k と ε に依らないので10，cusp formsに対する主張もこれから従う). こ
の目的のもとでは ε の像が O に含まれると仮定して一般性を失わない．Eichler-Shimura同型よ
り n = k − 2 とすると

rankOMord
k,ε + rankOSordk,ε = rankOH

1
ord(Γ0(Nppr(ε)), L(n, εχω−k;O)) (2.3)

となることに注意しておく (Theorem 6.3.3; §6.3, p.180).

2.5.2. 標数 0 から標数 p への移行. (2.3)の右辺の階数の計算を行うにあたり，Hecke作用素 T (p)

の振る舞いの観察が重要になるが，そのために有限体上に話を持ち込む．ϖ を O の素元の一つと
し，F = O/ϖO を O の剰余体とする．Γ0(Np) の正規部分群 ∆ を，∆ が torsion-free, かつ指数
[Γ0(Np) : ∆] が p と互いに素になるように取る．

注意 2.23. Np ≥ 5 なら ∆ = Γ1(Np) がこれらの条件を満たす．p = 3 のとき Γ1(3) は torsion-

freeでない．p = 2 のとき Γ1(4) は torsion-freeだが [Γ0(4) : Γ1(4)] = 2 が p = 2 と互いに素でな
い11．

10この証明を Appendix Bに記した．この値は Γ1(Nppr(ε)) の “不分岐な”カスプの個数 ([H86b]の Lemma 5.1参
照)を，nebentype εχω−k を加味して適当に調整したものである．

11[LFE] では Theorem 7.3.3 の直前から証明の終わりまで p ̸= 2, 3 が仮定されているが，これは群コホモロジー
の解析を簡略化するための技術的な仮定であり，実際は不要である．N = 1 かつ p = 2, 3 の場合については §7.3,
pp. 217–218に補足説明があるので参照されたい．
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補題 2.24. M を Γ0(Np) が作用する O-加群とする．任意の整数 β ≥ 0 と q ≥ 0 に対し，制限
写像 Resq : Hq(Γ0(Nppβ),M)→ Hq(∆ ∩ Γ0(Nppβ),M) が次の同型を誘導する：

Hq(Γ0(Nppβ),M) ∼= H0(Γ0(Nppβ),Hq(∆ ∩ Γ0(Nppβ),M)).

Proof. 各 q ≥ 0 について，写像

Trq : Hq(∆ ∩ Γ0(Nppβ),M)→ Hq(Γ0(Nppβ),M)

で，Trq ◦ Resq = [Γ0(Nppβ) : ∆ ∩ Γ0(Nppβ)] · idHq(Γ0(Nppβ),M) を満たすものがある12．指数
[Γ0(Nppβ) : ∆ ∩ Γ0(Nppβ)] は，∆ の取り方から O の単数である．よって Resq は単射． □

特に q = 2 のとき ∆ ∩ Γ0(Nppβ) が torsion-freeだから Proposition 6.1.1 (§6.1, p.162)を適
用して H2(∆ ∩ Γ0(Nppβ),M) = 0. 補題 2.24より H2(Γ0(Nppβ),M) = 0 が結論できる．指標
ψ : (Z/NppβZ)× → O× と整数 n ≥ 0 に対し M = L(n, ψ;O) とするとき，短完全列

0 −−−−→ M
×ϖ−−−−→ M

mod ϖ−−−−−→ M ⊗O F −−−−→ 0 (2.4)

が誘導するコホモロジー群の間の長完全列

H1(Γ0(Nppβ),M)
×ϖ−−−−→ H1(Γ0(Nppβ),M)

mod ϖ−−−−−→ H1(Γ0(Nppβ),M ⊗O F) −−−−→ H2(Γ0(Nppβ),M) = 0

により同型

H1(Γ0(Nppβ),M)⊗O F ∼= H1(Γ0(Nppβ),M ⊗O F)

を得る．よって以下では M ⊗O F = L(n, ψ,F) のコホモロジーを考える．Theorem 7.2.2の証明
(§7.2, p.204)と同様の議論により，写像

i : L(n, ψ;F)→ L(0, ψωn;F);P (X,Y ) 7→ P (1, 0)

は Γ0(Nppβ)-加群の準同型で，ordinaryなコホモロジー群の間に同型

i∗ : H
1
ord(Γ0(Nppβ), L(n, ψ;F)) ∼= H1

ord(Γ0(Nppβ), L(0, ψωn;F))

を導くことが分かる．特に β = α, n = k − 2, ψ = εχω−k のとき，体 F が標数 p ゆえ非自明な
1 の p 冪根を含まないことに注意すると，ψωn = εχω−2 を F× に値を持つ指標と見做したとき
χω−2 に等しい．この指標は法 Np で定まるからレベルを Nppα から Np まで下げることがで
き，結局 i∗ が同型

H1
ord(Γ0(Nppα), L(n, εχω−k;F)) ∼= H1

ord(Γ0(Np), L(0, χω−2;F))

を与える．

2.5.3. Hecke作用素 T (p), 階数と次元の計算.

補題 2.25. H1
ord(Γ0(Nppβ),M) は O-torsionを持たない．特に

rankOH
1
ord(Γ0(Nppβ),M) = dimFH

1
ord(Γ0(Nppα),M ⊗O F).

12§6.3, pp.177–178に q = 1 の場合の Trq の定義が書かれている．
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Proof. 短完全列 (2.4)がコホモロジー群の短完全列

0 −−−−→ H0(Γ0(Nppβ),M)⊗O F i−−−−→ H0(Γ0(Nppβ),M ⊗O F)

−−−−→ H1(Γ0(Nppβ),M)[ϖ] −−−−→ 0

を誘導する．ただし H1(Γ0(Nppβ),M)[ϖ]は H1(Γ0(Nppβ),M)上の ϖ 倍写像の核を表す．よっ
て補題を示すには H0

ord(Γ0(Nppβ),M ⊗O F) = 0 を示せば十分．定義から整数 0 ≤ j ≤ n に対し

Xn−jY j |T (p) =
p−1∑
i=0

(X + iY )n−j(pY )j .

F の標数が p だから，j ̸= 0 なら Xn−jY j |T (p) = 0. j = 0 のとき

Xn|T (p) =
p−1∑
i=0

(X + iY )n=
n∑

m=0

(
n

m

)(p−1∑
i=0

im

)
Xn−mY m

であり，m = 0のとき
∑p−1

i=0 i
m = pだから Xn|T (p)に Xn の項は現れない．よって Xn|T (p)2 = 0

となる．ゆえに H0
ord(Γ0(Nppβ),M ⊗O F) = 0. □

階数を比較して

2rankOMord
k,ε −#(Aord

k (Nppr(ε)) ∩A(Nppr(ε), εχω−k))

= rankOMord
k,ε + rankOSordk,ε

= rankOH
1
ord(Γ0(Nppr(ε)), L(n, εχω−k;O))

= dimFH
1
ord(Γ0(Nppr(ε)), L(n, εχω−k;F))

= dimFH
1
ord(Γ0(Np), L(0, χω−2;F))

= rankOH
1
ord(Γ0(Np), L(0, χω−2;O))

= rankOMord
2 (Γ0(Np), χω−2;O) + rankOSord2 (Γ0(Np), χω−2;O)

= 2rankOMord
2 (Γ0(Np), χω−2;O)−#(Aord

2 (Np) ∩A(Np, χω−2))

となる13．これにて定理 2.22の証明が完結した．

3. The universal Hecke algebras, duality and Hecke eigenforms

この節では §7.3, pp. 218–221の内容を解説する．まず universal ordinary Hecke algebrasを古
典的な場合に倣って定義し，その半単純性を議論する．その後 universal ordinary Hecke algebras

が Λ-adic formsの空間の双対になっていることを観察する．この双対を通じて universal ordinary

Hecke algebrasの半単純性を Λ-adic formsの言葉で言い換えると，正規化された Λ-adic Hecke固
有形式が現れることを最後に見る．

3.1. Ordinary Hecke algebra. 前節までと同様，N ≥ 1 を p と互いに素な整数，χ を法 Np

の偶指標とする．

定義 3.1. tame level N ,指標 χのordinary Hecke algebra Hord(N,χ,Λ)とは，Mord(N,χ,Λ)

のHecke作用素 T (n) ∈ EndΛ(M
ord(N,χ,Λ)) (n = 1, 2, . . .)が Λ上生成する EndΛ(M

ord(N,χ,Λ))

の Λ-部分代数である．Λ-adic cusp formsの空間についても同様にして EndΛ(S
ord(N,χ,Λ)) の

Λ-部分代数 hord(N,χ,Λ) を定義する．Λ-adic formsの空間の場合と同様に，tame level N , 指標
χ, べき級数環 Λ について曖昧さがないときは単に Hord = Hord(N,χ,Λ) などと書く．

13繰り返すが，#(Aord
k (Nppr(ε)) ∩A(Nppr(ε), εχω−k)) は k ≥ 2 と ε によらない (Appendix B).
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記法 3.2. Λ-代数 A に対し Hord(N,χ,A) = Hord(N,χ,Λ)⊗Λ A と書く．hord についても同様．

まず Hord の環としての性質に着目したい．話をなるべく平易に説明するため，ひとまず tame

level N が 1 の場合に成り立つ性質を紹介する．

定理 3.3 (Theorem 7.3.4; §7.3, p.218). Hord(1, χ,Λ) は Λ-加群として有限生成で torsion-free，か
つ被約である．特に L を Λ の商体とすると Hord(1, χ,L) は半単純である．hord(1, χ,Λ) につい
ても同様の主張が成り立つ．

Proof. 有限生成自由 Λ-加群Mord = Mord(1, χ,Λ) の階数を r とすると，Mord の Λ-基底を
一つ固定することにより EndΛ(M

ord)はMr(Λ)と同一視できる．この同一視を用いれば，Control
Theoremにより任意の整数 k ≥ 2 に対し

EndΛ(M
ord)⊗Λ Λ/PkΛ =Mr(Λ/PkΛ) ∼= EndO(Mord

k (Γ0(p), χω
−k;O))

となり，Hord⊗ΛΛ/PkΛの右辺での像はMord
k (Γ0(p), χω

−k;O)のHecke環Hord
k (Γ0(p), χω

−k;O)
に等しい．Theorem 5.3.2 (§5.3, p.145)とCorollary 7.2.1 (§7.2, p.208)から，Hord

k (Γ0(p), χω
−k;O)

が被約であることが従う．これは Hord の冪零根基が ∩k≥2PkMr(Λ) = {0} に含まれることを意
味する． □

この証明において，重要な事柄は Control Theoremと Hord
k (Γ0(p), χω

−k;O) の被約性の 2点
である．前者が一般の tame levelでも成り立つことは第 2節で証明した通りだが，後者について
は一般の N で成り立つとは限らないので修正が必要になる．
その修正とは，Hord(N,χ,Λ) をその適当な商 Hord(N,χ,Λ)new で置き換えるものであり，古典

的なモジュラー形式の空間で p-stabilized newforms (p. 538 of [Wil])が生成する部分空間に忠実に
作用するHecke環の商を考えることに相当する．修正の詳細は [H86a]の pp. 250–252及び p. 265

に譲ることにして，ここでは Hord(N,χ,Λ)new の雰囲気を大まかに説明するに留めたい．
k ≥ 1 を整数，C ≥ 1 を N の約数で χ が法 Cp で定義されるものとする．N/C の正の約数 t

に対し，写像

[t] :Mk(Γ0(Cp), χω
−k;K)→Mk(Γ0(Ctp), χω

−k;K); f(z) 7→ f(tz)

を考える．ただし K は O の商体である．[t] は単射準同型で，cusp forms Sk(Γ0(Cp), χω
−k;K)

を Sk(Γ0(Ctp), χω
−k;K) に移す．Sk(Γ0(Np), χω−k;K) の N -oldformsの部分空間を

Sk(Γ0(Np), χω−k;K)N -old =
∑

C|N,C ̸=N

χ mod Cp

∑
1≤t|N/C

Sk(Γ0(Cp), χω
−k;K)|[t]

で定める．この空間は Sk(Γ0(Np), χω−k;K) のHecke作用素 T (n) (n = 1, 2, . . .) で閉じている．
Petersson内積に関する Sk(Γ0(Np), χω−k;K)N -old の直交補空間を

Sk(Γ0(Np), χω−k;K)N -new ⊂ Sk(Γ0(Np), χω−k;K)

で表し，Sk(Γ0(Np), χω−k;K) の N -newformsの部分空間と呼ぶ．N -newformsの空間も Hecke

作用素 T (n) (n = 1, 2, . . .) で保たれる．モジュラー形式の空間については，N -newformsのなす
部分空間Mk(Γ0(Np), χω−k;K)N -new を∑

(ψ1,ψ2,t)∈Ak(Np),N |v1v2

K · Ek(ψ1, ψ2; t)⊕ Sk(Γ0(Np), χω−k;K)N -new
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で定める14 (Ak(Np) の定義は補題 2.10参照). この空間は，Mk(Γ0(Np), χω−k;K) の Hecke作
用素 T (n) (n = 1, 2, . . .) に関して閉じている15．
A を Λ-代数かつ整域とする．K を A の商体として

m(N,χ,A) = {F ∈M(N,χ,K) | a(n, F ) ∈ A, ∀n ≥ 1}

とおく．右辺の M を Mord に置き換えたものを mord(N,χ,A) とする．Hecke作用素の定義か
ら，Hord(N,χ,A) が mord(N,χ,A) に作用する．

定義 3.4. Λ-adic newforms of tame level N の空間mord(N,χ,Λ)new とは，任意の整数 k ≥ 2

に対して

F (uk − 1) ∈Mord
k (Γ0(Np), χω−k;K) ∩Mk(Γ0(Np), χω−k;K)N -new

を満たす Λ-adic form F ∈ mord(N,χ,Λ) からなる部分空間である．Λ-adic cusp formsについて
も同様に Sord(N,χ,Λ)new を，

F (uk − 1) ∈ Sordk (Γ0(Np), χω−k;O) ∩ Sk(Γ0(Np), χω−k;K)N -new

を満たす F ∈ Sord(N,χ,Λ) がなす部分空間と定める．

注意 3.5. N = 1 の時Mk(Γ0(Np), χω−k;K)N -new がMk(Γ0(Np), χω−k;K) に一致し，従って
mord(N,χ,Λ)new が mord(N,χ,Λ) に一致することに注意されたい．

Λ-adic formsの特殊化とHecke作用素が両立すること (第1.2節)を踏まえれば，mord(N,χ,Λ)new

は Hord(N,χ,Λ) の作用で閉じている．従って Hord(N,χ,Λ) を mord(N,χ,Λ)new の零化イデア
ルで割った環 は mord(N,χ,Λ)new に忠実に作用する．この商環が Hord(N,χ,Λ)new である (cusp

formsについても同様に hord(N,χ,Λ)new が得られる).

N = 1 のとき Hord(1, χ,Λ)new = Hord(1, χ,Λ), hord(1, χ,Λ)new = hord(1, χ,Λ) となる．定理
3.3の主張で Hord(1, χ,Λ) を Hord(N,χ,Λ)new 及び hord(N,χ,Λ)new に置き換えたものが，一般
の tame level N について正しい (Corollary 3.3; p. 250 of [H86a]).

3.2. Ordinary Hecke algebraと双対性. 次に Mord と Hord の間の双対について議論したい．
A を Λ-代数とすると，冪等作用素 e : M(N,χ,A) →Mord(N,χ,A) が係数拡大により定義され
る．A 上の双線形写像

⟨ , ⟩ : Hord(N,χ,A)×Mord(N,χ,A)→ A; (H,F ) 7→ a(1, F |H)

を考える．このとき次が成り立つ：

定理 3.6 (Corollary 2.3; p. 248 of [H86a]16). A が L の拡大体，又は L の有限次拡大体の中での
Λ の整閉包なら，上の双線形写像 ⟨ , ⟩ が以下の同型を誘導する：

HomA(H
ord(N,χ,A), A) ∼= mord(N,χ,A),

HomA(m
ord(N,χ,A), A) ∼= Hord(N,χ,A),

HomA(h
ord(N,χ,A), A) ∼= Sord(N,χ,A),

HomA(S
ord(N,χ,A), A) ∼= hord(N,χ,A).

特に Hord(N,χ,A), hord(N,χ,A) は有限生成自由 A-加群である．
14N ∤ v1v2 なる (ψ1, ψ2, t) ∈ Ak(Np) について Ek(ψ1, ψ2; t) を考えれば，N -oldforms の部分空間

Mk(Γ0(Np), χω−k;K)N-old も同様に定義できる．
15さらにMk(Γ0(Np), χω−k;K)N-new の上で T (n), p ∤ n は同時対角化可能．
16N = 1 の場合は [LFE] Theorem 7.3.5 (§7.3, p. 218)そのものである．
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この定理の証明では，mord(N,χ,A) の A-加群としての性質に関する以下の命題を認める17．命
題 3.7の証明はAppendix Cに記した．

命題 3.7. K を L の有限次拡大体，A を K の中での Λ の整閉包とする．mord(N,χ,A) は自由
A-加群で，階数が Mord(N,χ,A) のそれに一致する．

定理 3.6 の証明を，tame level が 1 の場合に説明する．N が一般の場合の証明は [H86a] の
Theorem 2.2 (p. 247)にあるが，手筋は N = 1 の場合と変わらない．

Proof. 以下，mord(χ,A) = mord(1, χ,A), Hord(χ,A) = Hord(1, χ,A) などと略記する．まず
⟨ , ⟩ の非退化性を示す．F ∈mord(χ,A) が任意の H ∈ Hord(χ,A) に対して a(1, F |H) = 0 を満
たすと仮定する．特に H = T (n) とすると

0 = a(1, F |T (n)) = a(n, F )

だから F = a(0, F ) ∈ K は定数．従って F = 0 (cf. 補題C.2の証明). 逆に H ∈ Hord(χ,A) が任
意の F ∈mord(χ,A) に対し a(1, F |H) = 0 を満たすなら，

a(n, F |H) = a(1, F |HT (n)) = a(1, F |T (n)H) = 0

がすべての整数 n ≥ 1に対し成立．すなわち F |H ∈ Kは定数で，先と同様の理由により F |H = 0.

これが任意の F について成り立つから H = 0. これにて非退化性が証明できた．特に A が体の
とき定理 3.6そのものが証明できた．
次に A が体とは限らない場合に定理を示す．まず

mord(χ,A)→ HomA(H
ord(χ,A), A)

の全射性を示す．λ を右辺の元とする．K 上に係数拡大をして K-線形写像

λ⊗A idK : Hord(χ,K)→ K

を得る．K 上では双対性が成り立つから λ⊗A idK に対応する F ∈Mord(χ,K) が存在する．特
に各整数 n ≥ 1 について a(n, F ) = a(1, F |T (n)) = λ(T (n)) ∈ A だから F ∈mord(χ,A). これで
全射性が示せた．次に

Hord(χ,A)→ HomA(m
ord(χ,A), A)

が全射であることを示す．A = Λ として一般性を失わない．以下 H = Hord(χ,Λ) と略記す
る．Λ-加群 X に対し X∗ = HomΛ(X,Λ) とおく．非退化性より Λ-加群の自然な単射準同型
H→ H∗∗ = HomΛ(m

ord(χ,Λ),Λ) がある．N = H∗∗/H とおき N = 0 を示したい．L 上で双対
性が成り立つから N ⊗Λ L = 0. また，ΛP を Λ の高さ 1 の素イデアル P での局所化とすると
ΛP は単項イデアル整域で，H が Λ-torsionを持たない有限生成 Λ-加群だから H⊗Λ ΛP は有限
生成自由 ΛP -加群．特に N⊗Λ ΛP = 0. これらの事実から N は集合として有限であることが分
かる．さらに命題 3.7より H∗∗ は自由加群だから H∗∗∗ = mord(χ,Λ) となる．よって特にすべて
の整数 k ≥ 2 に対し

HomO(H
∗∗/PkH

∗∗,O) ∼= mord/Pkm
ord∼= HomO(H

ord
k (Γ0(p), χω

−k;O),O). (3.1)

一方で N の定義から短完全列

0 −−−−→ H −−−−→ H∗∗ −−−−→ N −−−−→ 0

17Theorem 7.3.5の証明の中で，命題 3.7は当然のように用いられており，命題や補題などの形で明示的に言及さ
れていないが，筆者が自明でないと判断し，この稿では命題として記した．
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があり，これを素イデアル Pk で剰余して完全列

H/PkH −−−−→ H∗∗/PkH
∗∗ −−−−→ N/PkN −−−−→ 0

を得る．ここで H/PkH→ H∗∗/PkH
∗∗ の像が Hord

k (Γ0(p), χω
−k;O) だから短完全列

0 −−−−→ Hord
k (Γ0(p), χω

−k;O) −−−−→ H∗∗/PkH
∗∗ −−−−→ N/PkN −−−−→ 0

がある．これより完全列
HomO(H

∗∗/PkH
∗∗,O) −−−−→ HomO(H

ord
k (Γ0(p), χω

−k;O),O)

−−−−→ Ext1O(N/PkN,O) −−−−→ Ext1O(H
∗∗/PkH

∗∗,O) = 0
(3.2)

を得る．(3.1)と (3.2)を合わせると Ext1O(N/PkN,O) = 0 が従う．N/PkN は有限 O-加群だから
O/ϖrO たちの直和である (ϖ は O の素元). 可換環論の一般論から Ext1O(O/ϖrO,O) = O/ϖrO
となるから 0 = Ext1O(N/PkN,O) = N/PkN. 中山の補題より N = 0. □

3.3. 正規化された Hecke 固有形式. 以降では，定理 3.3 で観察した universal ordinary Hecke

algebrasの半単純性を，定理 3.6を通して Λ-adic formsの言葉で言い換えたい．

定義 3.8. A を定理 3.6と同様とする．F ∈ m(N,χ,A) がHecke固有形式であるとは，F が
Hecke作用素 T (n) (n = 1, 2, . . .) の同時固有ベクトルであることをいう．

Λ を適切に拡大すると，実は Λ-adic formsの空間はHecke固有形式で生成される．このことを
観察しよう．定理 3.3より Hord(N,χ,L)new は半単純な L-代数だから有限個の L の有限次拡大
体の直積である．よって L の有限次拡大体 K を適切に選べば Hord(N,χ,K)new =

∏
K (有限個

の K のコピーの直積)とできる．このような K を一つ取り，I を K の中での Λ の整閉包とする．

定理 3.9 (Theorem 7.3.6; §7.3, p.220). Mord(N,χ,K)new, Sord(N,χ,K)new はそれぞれ Hecke

固有形式からなる K-基底を持つ．さらに Sord(N,χ,K)new のそのような K-基底 {Fi} を正規化
して a(1, Fi) = 1 とすると，Fi ∈ Sord(N,χ, I)new となる．

Proof. λi : H
ord(N,χ,K)new → K を i 番目の射影とする．K 上の双対性で，λi と自然な全

射 Hord(N,χ,K) → Hord(N,χ,K)new の合成に Fi ∈Mord(N,χ,K) が対応しているとする．こ
のとき {Fi} が所望の K-基底となることを示す．まず，Fi が newformsの空間Mord(N,χ,K)new

に属していることを観察する．整数 k ≥ 2 を任意に一つ固定し，Fi の重さ k での特殊化が

φk,1(Fi) = f |e+ g|e,

f ∈Mk(Γ0(Np), χω−k;K)N -new, g ∈Mk(Γ0(Np), χω−k;K)N -oldと書けるとする．Hord(N,χ,K)

の Fiへの作用がHord(N,χ,K)newを経由することはすなわち，任意の h ∈ Hord
k (Γ0(Np), χω−k;K)

について (g|e)|h = 0 となることを意味する．特に h = T (1) とすれば g|e = 0 となる．よって
φk,1(Fi) = f |e が示せた．
次に，λi が射影ゆえ特に K-代数の準同型であることに注意すると，整数 m,n ≥ 1 に対し

a(m,Fi|T (n)) = a(1, Fi|T (n)T (m)) = λi(T (n)T (m))

= λi(T (n))λi(T (m)) = a(1, Fi|T (n))a(1, Fi|T (m)) = a(n, Fi)a(m,Fi)

となる．これは F |T (n) = a(n, Fi)Fi を意味するから Fi は Hecke固有形式である．λi たちの取
り方から {Fi} は Mord(N,χ,K)new の K-基底となる．
最後に，{Fi} がHecke固有形式からなる Sord(N,χ,K)new の K-基底で a(1, Fi) = 1 を満たす

とする．上の計算より a(n, Fi) は Fi の T (n) に関する固有値になっている．Sord(N,χ,Λ) の Λ-

基底を一つ固定すれば T (n) は Λ-係数の行列で表現される．よって T (n) の固有値は Λ-係数モ
ニック多項式の根で，かつ K の元だから a(n, Fi) ∈ I. □
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この証明から読み取れるように，定理 3.6の同型

HomA(H
ord(N,χ,A), A) ∼= mord(N,χ,A)

の下で，A-代数の準同型と，正規化されたHecke固有形式が対応している．

注意 3.10. N = 1 のとき，注意 3.5の後ろで説明したように，Hord(1, χ,K)new と Hord(1, χ,K)

が一致する．従って定理 3.9は，Mord(1, χ,K) が Hecke固有形式からなる K-基底を持つことを
意味している．Λ-adic cusp formsの空間についても同様．

注意 3.11. 定理 3.9 の正規化された Hecke 固有形式を Λ-adic newform of tame level N

という．このような固有形式がどのように得られるか説明する．C ≥ 1 が N の約数で，χ が
法 Cp で定まるとき，Mord(C,χ,K) が Mord(N,χ,K) に含まれる．よって ordinary Hecke

algebra の自然な全射 Hord(N,χ,K) → Hord(C,χ,K) が定まる．また，定義から tame level

C の全射 Hord(C,χ,K) → Hord(C,χ,K)new がある．これら 2 つを合成して K-代数の全射
準同型 Hord(N,χ,K) → Hord(C,χ,K)new を得る．従って，K 上の双対で K-代数の準同型
λ : Hord(C,χ,K)new → K に対応する正規化された Hecke 固有形式 F は，Λ-adic newform

of tame level C であり，Mord(N,χ,K) に属する．
一般に，Mord(N,χ,K) の正規化された固有形式は，このような C と χ から得られた F たち

を用いて表される．詳細は [H86a] §3 (特に Corollaries 3.3 and 3.7)を参照されたい．

3.4. 数論的点とモジュラー形式の p-進族. 既に見たように，Λ-adic formを一つ与えることは重
さ k ≥ 2 でパラメータ付けられた保型形式の族 {fk} で，Fourier係数 a(n, fk) が k について p-

進的に補間されるものを与えることに相当する．同じように Mord(N,χ, I) の元を一つ与えると，
「数論的点」の集合によりパラメータ付けられるモジュラー形式の p-進族が得られる．

k ≥ 2 を整数，ε :W → Q×
p を位数有限の指標とする．Pk,ε を ε(u)uk− 1 の O 上の最小多項式

とすると ker(φk,ε) = Pk,εΛ である．I は Λ の整拡大だから，I の素イデアル P で P ∩Λ = Pk,εΛ

なるものが存在する．このとき I/P は Λ/Pk,εΛ ∼= O[ε] の整拡大になり，I/P を (non-canonical

に) Qp へ埋め込めば，O-代数の準同型 φ : I → Qp は φk,ε : Λ → O[ε] の I への延長になってい
る．逆に O-代数の準同型 φ : I → Qp で Λ への制限が φk,ε に一致するものが与えられたとき，
P = ker(φ) とおくと P ∩ Λ = Pk,εΛ となる．このような φ に対し

Mord(N,χ, I)⊗I I/P ∼= (Mord(N,χ,Λ)⊗Λ (Λ/Pk,εΛ))⊗O I/P

∼=Mord
k (Γ0(Nppα), εχω−k;φ(I))

となる．別の言い方をすれば，F ∈Mord(N,χ, I) をテンソル積の定義に基づいて

F =

r∑
i=1

λiFi (λi ∈ I, Fi ∈Mord(N,χ,Λ))

と書いたとき φ(F ) =
∑

i φ(λi)Fi(ε(u)u
k − 1) ∈ Mord

k (Γ0(Nppα), εχω−k;φ(I)) となる．以上の
考察を受けて次の定義をする：

定義 3.12. O-代数の準同型 P : I→ Qp が数論的点 arithmetic pointであるとは，整数 k ≥ 2

と位数有限の指標 ε : W → Q×
p が存在して P の Λ への制限が φk,ε に一致することをいう．

Xarith(I) で I の数論的点の集合を表す18．

注意 3.13. Xarith(I) の上の同値関係 ∼ を
P ∼ P ′ ⇐⇒ σ ∈ AutO(Qp) が存在して P ′ = σ ◦ P

18§7.3, p. 220では A(I) で数論的点の集合を表している．
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で定義する．A(I) =
{
ker(P ) | P ∈ Xarith(I)

}
とおくと，対応 Xarith(I) ∋ P 7→ ker(P ) ∈ A(I) が

全単射 Xarith(I)/ ∼ ∼= A(I) を導く．この事実に基づき，I/ker(P ) の Qp への埋め込み方を気に
しないときは，A(I) の元を数論的点として扱うことがある．また，記号を濫用して O-代数の準
同型 P ∈ Xarith(I) の核も P で表すことがある．

以下，Mord(N,χ, I) の元を I-adic formと呼ぶ．定理 2.2 (Control Theorem)により，I-adic

form F ∈Mord(N,χ, I) に対し，{P (F )}P∈Xarith(I) は，数論的点の集合 Xarith(I) でパラメータ付
けられた (重さ 2 以上の)モジュラー形式の族をなす．

定理 3.14 (Corollary 3.7; p. 253 of [H86a] (k ≥ 2), Theorem 1.4.1; p. 546 of [Wil] (k = 1 も含
めて)19). f ∈ Sordk (Γ0(Nppα), εχω−k;Q)N-new を重さ k ≥ 1 の正規化されたHecke固有形式とす
る．このとき，ある Λ の整拡大 I, O-代数の準同型 φ : I → Qp と正規化された Hecke固有形式
F ∈ Sord(N,χ, I)new が存在して f = φ(F ) となる．

Proof. f は正規化されたHecke固有形式だから，そのHecke体 Q(f) は代数体で，任意の整
数 n ≥ 1 に対し a(n, f) は Q(f) の整数環の元である．従って O を Q(f) を含む Qp の有限次拡
大の整数環とすると f ∈ Sordk (Γ0(Nppα), εχω−k;O)N -new となる．O 上の双対性により f に対応
する O-代数の準同型を λ0 : h = hord

k (Γ0(Nppα), εχω−k;O)N -new → O で表す．記号を濫用して
hord(N,χ,Λ)new → h と λ0 の合成も λ0 で表す．一方で命題 2.20より (ε∗F )(u

k − 1) = f なる
F ∈ Sord(N,χ,Λ)がある．この F に双対性で対応する Λ-加群の準同型を λF : hord(N,χ,Λ)→ Λ

で表すと，左下の可換図式を得る．右下の図式が可換になるような Λ の整拡大 I と環準同型 φ を
見つけたい：

hord(N,χ,Λ)
λ0 //

λF

��

O hord(N,χ,Λ)new
λ0 //

λ

��

O ↪→ // Qp

Λ

φk,ε

;;wwwwwwwwwwwwwwwwwwwww
I

φ

77oooooooooooooooooooooooooooooo

もしこのような I と φ が存在すれば ker(λ) ⊂ ker(λ0) が成り立つ．そこで p を ker(λ0) に含ま
れる極小素イデアルの一つとすると，

I′ = hord(N,χ,Λ)new/p

はKrull次元 2 の整域で，その商体 K は L の有限次拡大体になっている．p の取り方から，λ0
が自然な全射準同型 λ′ : hord(N,χ,Λ)new → I′ と環準同型 φ′ : I′ → O に分解する (右下の図式参
照). I を K の中での Λ の整閉包とすると I′ ⊂ I で，P ∩ I′ = ker(φ′) を満たす I の素イデアル
P が取れる．I/P を (non-canonicalに) Qp に埋め込めば，O-代数の準同型 φ : I ↠ I/P ↪→ Qp

は φ′ : I′ → O の I への延長となる (左下の可換図式). λ を λ′ と包含 I′ ⊂ I の合成とすれば
λ0 = φ ◦ λ が成り立つ (右下の可換図式):

O ↪→ // I/P
↪→ // Qp hord(N,χ,Λ)new

λ0 //

λ′

��

O ↪→ // Qp

I′
↪→ //

φ′

OO

I

φ

OO

I′

φ′

::uuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuu ↪→ // I

φ

FF














19N = 1 の場合は Theorem 7.3.7 (§7.3, p.221).



ORDINARY Λ-ADIC FORMS AND TWO VARIABLE p-ADIC RANKIN PRODUCT 25

よって λF ⊗Λ idI = λ は I-代数の準同型，すなわち F ∈ Sord(N,χ, I)new は正規化された Hecke

固有形式である．各 n ≥ 1 に対し

φ(a(n, F )) = (φ ◦ λF )(T (n))= (φ ◦ λ)(T (n)) = λ0(T (n))= a(n, f)

となるから φ(F ) = f . □

注意 3.15. Theorem 7.3.7では上記の主張と証明が，cusp formとは限らない正規化されたHecke固
有形式 f ∈Mord

k (Γ0(pp
α), εχω−k;Q)N -newについてもなされている．しかし f が cusp formでない

場合，f の定数項 a(0, f)が p-integralかどうか分からない．従って f ∈Mord
k (Γ0(pp

α), εχω−k;O)
となる整数環 O が取れるとは限らず，命題 2.20が適用できない．このような事情で，本稿では
cusp formだけを扱った20．

注意 3.16. [H86a]のCorollary 3.7では，定理 3.14より強く，このような F が f から (Galois共
役の差を除いて)一意的に決まることも示されている．一方で [Wil]のTheorem 1.4.1は k = 1 の
場合も扱えるのが利点だが，この証明方法では (k ≥ 2 の場合でも) F の一意性は分からないと，
Wiles自身が述べている ([Wil] p. 532).

4. A review on Rankin product L-functions

L-関数は通常，複素数体に値をとるが，ある範囲の整数点での特殊値 (を周期で割ったもの)が
代数的数になる場合に，そのような値を，固定した埋め込みを介して Qp の元とみなし，p-進解析
関数による補間の可能性を考える．[LFE]の §5.4 (特にCorollary 5.4.3; §5.4, p.156)で，二つの保
型形式 f と h に対し，Rankin product L-関数

D(s, f, h) =

∞∑
n=1

a(n, f)ca(n, h)n−s

を定義し，整数点における特殊値の代数性について考察した (c は複素共役を表す). この特殊値の
代数的な部分を p 進的に補間するような 2 変数 p-進 L-関数を構成するのが，§7.4の主題である．
第 4節から第 6節で，その構成について解説する．

4.1. The algebraic Petersson inner product. Corollary 5.4.3 (§5.4, p.156)及びそれに至る
§5.4の議論を思い出すと，D(s, f, h) の特殊値の代数的な部分は，正則保型形式の空間に定まる
Petersson内積を用いて記述された．この内積の定義は複素関数に特有であるため，p-進類似を考
えるにあたりそのまま用いることができない．そこで以下のようにして “代数的” Petersson内積
を考える．
S を保型形式からなる空間で，Noether整域 A 上の有限生成加群であるとする．さらにHecke

作用素 T (n) (n = 1, 2, . . .) が S に A-線形に作用しているとする．h(S) を T (n) (n = 1, 2, . . .)

が A 上生成する EndA(S) の A-部分代数とする．これらが次の三つの性質を満たしていると仮定
する：

(S1) A-加群の準同型 f 7→
∑∞

n=0 a(n, f)q
n により S を A[[q]] に埋め込める，

(S2) (S1)により誘導される A-双線形写像 ⟨ , ⟩ : S × h(S)→ A; (f, T ) 7→ a(1, f |T ) が A-加群
の同型 S ∼= HomA(h(S), A) を導く，

(S3) K を A の商体として，h(S)⊗A K が半単純．

例 4.1. 第 1節から第 3節に登場した Sk(Γ0(Nppr(ε)), εχω−k;O[ε])N -new と対応する Hecke環
hk(Γ0(Nppr(ε)), εχω−k;O[ε])N -new，Sord(N,χ, I)new と hord(N,χ, I)new は (S1)–(S3)を満たす．

20[H86a]の Corollary 3.7及び [Wil]の Theorem 1.4.1でも，f は cusp formとしている．
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この設定のもと，D = h(S)⊗A K,S(K) = D∗ = HomK(D,K) として “代数的” Petersson内積

( , )A : S(K)× S(K)→ K

を定義したい．D は有限次元 K-ベクトル空間で代数の構造を持つから，体の有限次拡大と同様
にして跡写像 TrD/K : D → K が定義できる．仮定 (S3)により，この TrD/K が誘導する K-双
線形写像 D ×D → K; (T, T ′) 7→ TrD/K(TT ′) は非退化で，K-ベクトル空間の同型 i : D ∼= D∗,

i(T )(T ′) = TrD/K(TT ′) を誘導する．

定義 4.2. K-双線形写像 ( , )A : S(K)× S(K)→ K を

(f, g)A = g(i−1(f)) (f, g ∈ S(K) = D∗)

で定め，これを A 上の代数的Petersson内積という．

次の性質は定義から容易に確認出来る：

補題 4.3. 任意の f, g ∈ S(K) と任意の T ∈ D に対し (f |T, g)A = (f, g|T )A.

特に 0 でない f ∈ S が (S2)の同型により A-代数の準同型 λ : h(S) → A に対応 (任意の
T ∈ h(S) に対し λ(T ) = a(1, f |T ))するとき，a(1, f) = λ(T (1)) = 1 より (f, f)A ̸= 0 で

c(f, g) =
(f, g)A
(f, f)A

∈ K (g ∈ S(K))

が well-defined. この c(f, g) は次のように特徴づけられる：

命題 4.4. K を (必要なら)適当な K の有限次拡大体で置き換えて，S(K) が正規化されたHecke

固有形式 {fi} からなる基底を持つようにできる．また，このような基底 {fi} は ( , )A に関する
直交基底で，g ∈ S(K) を fi たちの線形結合で表したときの fi の係数が c(fi, g) である．

Proof. 仮定 (S3)により K を適当な有限次拡大に置き換えて D ∼=
∏r
i=1K が成り立つように

できる．λi : D → K を i 番目の射影として，同型 (S2)により λi に対応する S(K) の元を fi と
すると，λi が K-代数の準同型であることから

a(m, fi|T (n)) = λi(T (n))a(m, fi), a(1, fi) = λi(T (1))= 1

となる．よって fi は正規化された Hecke固有形式．さらに i ̸= j なら λi ̸= λj だからある整数
n ≥ 1 が存在して λi(T (n)) ̸= λj(T (n)) となる．この n に対し

λi(T (n))(fi, fj)A = (fi|T (n), fj)A= (fi, fj |T (n))A = λj(T (n))(fi, fj)A

となるから (fi, fj)A = 0. ゆえに {fi}ri=1 は ( , )A について直交である．最後の主張はこのこと
より明らか． □

注意 4.5. 上の証明のように D ∼=
∏r
i=1K となっている場合，実際には {fi} が正規，すなわち各

i について (fi, fi)A = 1 となることも示せる．詳細は定理 6.7の証明を参照されたい．

A = Cのとき，S(K) = Sk(Γ0(M), χ)として §5.3, p.143で定義されたPetersson内積 ( , )Γ0(M)

と今定義した代数的 Petersson内積 ( , )C を比較する．まず τM =
(

0 −1
M 0

)
と置いて，S(K) 上

の新たな内積 ( , )∞ を

(f, g)∞ = (g, f̃ |kτM )Γ0(M) (f, g ∈ S(K))
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と定める．ただし f̃ は f̃(z) = f(−zc)c なる上半平面上の複素関数で，f ∈ Sk(Γ0(M), χ) のとき
f̃ ∈ Sk(Γ0(M), χ−1) となることが知られている．また，det(γ) > 0 なる行列 γ ∈ GL2(R) に対し
f |kγ は

(f |kγ)(z) = det(γ)k−1(cz + d)−kf(γz)
(
γ =

(
a b
c d

))
で定義される．行列 τM は同型 Sk(Γ0(M), χ) ∼= Sk(Γ0(M), χ−1) を導くので f ∈ S(K) に対
し f̃ |kτM ∈ S(K) となり，上の定義式の右辺は意味を持つ．f ∈ S(K) が正規化された Hecke

固有形式ならば，Proposition 5.5.1 (§5.5, p.157)よりある絶対値 1 の複素数 W (λ) が存在して
f̃ |kτM =M (k−2)/2χ(−1)W (λ)cf となる．よって

(f, f)∞ = (f, f̃ |kτM )Γ0(M)=M (k−2)/2χ(−1)W (λ)(f, f)Γ0(M)

は 0 でない．また任意の T ∈ hk(Γ0(M), χ) について

(f |T, g)∞ = (g, (̃f |T )|kτM )Γ0(M) = (g, f̃ |T |kτM )Γ0(M)

= (g, (f̃ |kτM )|τ−1
M TτM )Γ0(M)= (g|T, f̃ |kτM )Γ0(M)

= (f, g|T )∞

となる (途中計算の詳細は §5.4, p.145を参照せよ). よって

c(f, g) =
(f, g)C
(f, f)C

=
(f, g)∞
(f, f)∞

が成り立つ．既に見たように ( , )C は p-進的な設定に容易に拡張できるが，抽象的に定義される
ため具体的に値を計算するには向かない．一方で ( , )∞ は Petersson内積を用いて定義されるた
め，具体的な計算が可能である．

4.2. Algebraicity of Rankin product L-functions. ここでは §5.4で定義されたRankin prod-

uct L-関数の特殊値の代数性について振り返る．ただし tame level N は 1 に限らず一般とする．
以下の設定のもとで議論を進める：
(P1) k, l が 2 以上の整数で k > l を満たすとする．α, β ≥ 1 を整数，χ0 : (Z/NpαZ)× → Q×,

ψ0 : (Z/NpβZ)× → Q× をそれぞれDirichlet指標とする．二つの代数の準同型

λ0 : h
ord
k (Γ0(Np

α), χ0;Q(χ0))→ Q;

φ0 : hl(Γ0(Np
β), ψ0;Q(ψ0))→ Q

に対応する保型形式をそれぞれ f, h とする．すなわち

f(z) =
∞∑
n=1

λ0(T (n))q
n ∈ Sordk (Γ0(Np

α), χ0;Q(λ0)),

h(z) =
∞∑
n=1

φ0(T (n))q
n ∈ Sl(Γ0(Np

β), ψ0;Q(φ0))

である．ただし Q(λ0) = Q({λ0(T (n)) | n = 1, 2, . . .}) とした (φ0 についても同様).

(P2) χ0 は Npα を法として原始的，もしくは α = 1 かつ法 Np の自明な指標であるとする.

(P3) γ = max {α, β} として，χ0ψ
−1
0 は Npγ を法として原始的であるとする．

注意 4.6. (1) (P1)において Q(λ0) は f のHecke体に他ならない．λ0 が代数の準同型だから
f は正規化されたHecke固有形式で，特に Q(λ0) は有限次代数体である．なお，Q(λ0) が
χ0 の値を含むことが容易に確認できる．φ0 についても全て同様．

(2) N = 1 ならば，(P2)は (P1)から自動的に従う．何故なら (P1)より f が ordinaryだから，
f のレベルを χ0 の導手と p の小さくない方まで下げることができるからである．
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定義 4.7 (§5.4, p.154). 上記の f, h に伴うRankin product L-関数 D(s, f, h) を

D(s, f, h) =
∞∑
n=1

λ0(T (n))
cφ0(T (n))n

−s (Re(s) > (k + l)/2 + 1)

で定める．

素数 v に対し αv, α
′
v, βv, β

′
v ∈ Q を

X2 − λ0(T (v))cX + χ−1
0 (v)vk−1 = (X − αv)(X − βv),

X2 − φ0(T (v))X + ψ0(v)v
l−1 = (X − α′

v)(X − β′v)

で定める．D(s, f, h) は Re(s) > (k + l)/2 + 1 の範囲で Euler積

D(s, f, h) =
∏
v

1− χ−1
0 ψ0(v)v

k+l−2−2s

(1− αvα′
vv

−s)(1− αvβ′vv−s)(1− βvα′
vv

−s)(1− βvβ′vv−s)

を持つ．ただし右辺は全ての素数 v に関する積である．この式の分子に着目して

L(s, λc0 ⊗ φ0) = L(2s+ 2− k − l, χ−1
0 ψ0)D(s, f, h)

とおく．この関数の特殊値は以下の意味で代数的である：g = hEk−l(χ0ψ
−1
0 ) とおくと g は

Sk(Γ0(Np
γ), χ0;Q(χ0, φ0)) に属する．α ≥ β ならば §5.4, pp.153–156の計算と同様の方法で，

c(f, g) =
(Npα)k−lΓ(k − l)Γ(k − 1)L(k − 1, λc0 ⊗ φ0)

τ(χ−1
0 ψ0)(−2π

√
−1)k−l(4π)k−1(f, f)Γ0(Npα)

(4.1)

となることが分かる21．ただし τ(χ−1
0 ψ0) は指標 χ−1

0 ψ0 の Gauss 和である．c(f, g) は g を
Sk(Γ0(Np

γ), χ0;Q(χ0, φ0)) の正規化された Hecke 固有形式の線形結合で表したときの f の係
数だから Q(λ0, φ0) の元．特に等式 (4.1)の右辺は代数的数である．従って f, h が p-進族の元を
動くとき，c(f, g) の p-進補間を考えることに意味がある．

注意 4.8. 条件 (P1)–(P3)のもとで，等式 (4.1)の値は 0でない．この事実は N = 1のときLemma

5.4.2 (§5.4, p. 155)で，N が一般のときは [Wil]の Theorem 1.4.1 (p. 546)で示されている．

5. One variable interpolation

この節では c(f, g) のうち f のみを動かしたときの p-進補間を考える．[LFE] §7.4では χ を導
手 p べきのDirichlet指標としているが，ここでは一般の tame level N を扱うことにして，χ は法
Np の偶指標とする．O を Q(φ0) を含む Qp の有限次拡大体の整数環とする．Λ = O[[X]] とおき
L を Λ の商体とする．定理 3.3より22 hord(N,χ,L)new は半単純だから，L の有限次拡大体 K で
hord(N,χ,K)new ∼=

∏r
i=1K となるものが取れる．このような K を一つ固定し，Λ の K の中での

整閉包を Iで表す．F ∈ Sord(N,χ, I)new を正規化されたHecke固有形式，λ : hord(N,χ, I)new → I

を F に対応する I-代数の準同型とする．h と E(χψ−1
0 ω−l) の畳み込み積

h ∗ E(χψ−1
0 ω−l)(X) = hE(χψ−1

0 ω−l)(ψ0(u)
−1u−l(1 +X)− 1)

は S(N,χ,L) の元になり，整数 k > l と位数有限の指標 ε :W → Q×
p に対して

h ∗ E(χψ−1
0 ω−l)(ε(u)uk − 1)

= h
{
Ek−l(ψ

−1
0 εχω−k)(z)− (ψ−1

0 εχω−k)(p)pk−l−1Ek−l(ψ
−1
0 εχω−k)(pz)

}
を満たすのであった (第 2.2.4節). 特に (h ∗ E(χψ−1

0 ω−l))|e ∈ Sord(N,χ,L).

21§5.4では N = 1 の場合しか扱っていないが，一般の N についても条件 (P1)–(P3)のもとで同様に計算できる．
22N = 1 の場合は Theorem 7.3.4 (§7.3, p.218)より．
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定義 5.1 (1 変数 p-進 L-関数).

Lp(λ
c ⊗ φ0) =

(F, (h ∗ E(χψ−1
0 ω−l))|e)I

(F, F )I
∈ K

と定める．

以下のようにして Lp(λ
c ⊗ φ0) を HomO-alg(I,Qp) の部分集合の上の関数とみなすことができ

る．記号を濫用して P ∈ HomO-alg(I,Qp) の核も P で表す．Lp(λc⊗φ0) の分母が P と互いに素
ならば，IP を I の P による局所化とすると Lp(λ

c ⊗ φ0) ∈ IP . よって

Lp(λ
c ⊗ φ0)(P ) = Lp(λ

c ⊗ φ0) mod P IP

は I/P の商体 IP /P IP に値を持ち，P : I→ Qp を介して Qp の元とみなせる．

記法 5.2. I の数論的点 P ∈ Xarith(I) が P |Λ = φk,ε を満たすとき

k(P ) = k, εP = ε, χP = εχω−k, λP = P ◦ λ, F (P ) = P (F )

と表す．χP の導手を pαP で表し，δP = max {β − αP , 0} と書く．

この節の目標は次の定理を示すことである：

定理 5.3 (Theorem 7.4.1; §7.4, p.225). P ∈ Xarith(I) を I の数論的点で，Lp(λc ⊗ φ0) の分母が
P と互いに素であるとする．また (k(P ), χP , λP ) と (l, ψ0, φ0) が条件 (P1)–(P3)を満たしている
とする．このとき

Lp(λ
c ⊗ φ0)(P ) =

{
pk(P )−lλP (T (p))

−1φ0(T (p))
}δP

×
(NpαP )k(P )−lΓ(k(P )− l)Γ(k(P )− 1)L(k(P )− 1, λcP ⊗ φ0)

τ(χ−1
P ψ0)(−2π

√
−1)k(P )−l(4π)k(P )−1(F (P ), F (P ))Γ0(Np

αP )

が成り立つ．

Proof. P ∈ Xarith(I) が数論的点で，Lp(λc ⊗ φ0) の分母と互いに素であるとする．定義より
Sord(N,χ, IP ) = Sord(N,χ, I)⊗I IP = Sord(N,χ,Λ)⊗Λ IP だから，図式

Sord(N,χ,Λ)/Pk(P ),εPS
ord(N,χ,Λ) −−−−→ Sord(N,χ, IP )/P IPS

ord(N,χ, IP )yφk(P ),ε(P )

y mod P IP

Sordk(P )(Γ0(Np
αP ), χP ;O[εP ]) −−−−→ Sordk(P )(Γ0(Np

αP ), χP ; IP /P IP )

は可換．さらに ((h ∗ E(χψ−1
0 ω−l))|e)(P ) = (hEk(P )−l(ψ

−1
0 χP ))|e だから

Lp(λ
c ⊗ φ0)(P ) =

(F (P ), (hEk(P )−l(ψ
−1
0 χP ))|e)I/P

(F (P ), F (P ))I/P

となる．ここで，条件 (P1)–(P3)の下で (ψ−1
0 χP )(p) = 0 となることに注意されたい．第 4.2節よ

り αP ≥ β なら右辺の値は定理 5.3の右辺のそれに等しい．
以下 β > αP を仮定して右辺の値を計算する．δP = β − αP である．F (P ) のレベルが NpαP

である一方，(P3)より ψ−1
0 χP の導手が Npβ だから hEk(P )−l(ψ

−1
0 χP ) のレベルは Npβ である．
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そこでレベルを合わせるために，F (P ) = λP (T (p))
−δPF (P )|T (p)δP に注意して

(F (P ), (hEk(P )−l(ψ
−1
0 χP ))|e)I/P

(F (P ), F (P ))I/P

= λP (T (p))
−δP (F (P )|T (p)δP , (hEk(P )−l(ψ

−1
0 χP ))|e)I/P

(F (P ), F (P ))I/P

= λP (T (p))
−δP (F (P ), (hEk(P )−l(ψ

−1
0 χP ))|e|T (p)δP )I/P

(F (P ), F (P ))I/P

= λP (T (p))
−δP (F (P ), (hEk(P )−l(ψ

−1
0 χP ))|T (p)δP |e)I/P

(F (P ), F (P ))I/P

= λP (T (p))
−δP (F (P ), (hEk(P )−l(ψ

−1
0 χP ))|T (p)δP )I/P

(F (P ), F (P ))I/P

と変形する．ここで (hEk(P )−l(ψ
−1
0 χP ))|T (p)δP はレベル NpαP で定義されることに注意された

い．以後 F (P ) と hEk(P )−l(ψ
−1
0 χP ) をそれぞれ，固定した体の同型 Qp

∼= C により複素関数と
みなして計算を進める．

(F (P ), (hEk(P )−l(ψ
−1
0 χP ))|T (p)δP )∞

= ((hEk(P )−l(ψ
−1
0 χP ))|T (p)δP , F̃ (P )|k(P )τNpαP )Γ0(Np

αP )

= (hEk(P )−l(ψ
−1
0 χP ), F̃ (P )|k(P )τNpαP |T ∗(p)δP )Γ0(Npβ)

となる．ここで T ∗(p)δP =
[
Γ0(Np

αP )
(
pδP 0
0 1

)
Γ0(Np

β)
]
である．集合として

Γ0(Np
αP )

(
pδP 0

0 1

)
Γ0(Np

β) = Γ0(Np
αP )

(
pδP 0

0 1

)

なので

(F̃ (P )|k(P )τNpαP |T ∗(p)δP )(z) =
(
F̃ (P )|k(P )τNpαP |

(
pδP 0
0 1

))
(z)

= pδP (k(P )−1)(F̃ (P )|k(P )τNpαP )(pδP z)

が成り立つ．さらに Proposition 5.5.1 (§5.5, p.157)より，ある絶対値 1 の複素数 W (λP ) が存在
して F̃ (P )|k(P )τNpαP = (NpαP )(k(P )−2)/2χP (−1)W (λP )

cF (P ) となる．よって

(F (P ), (hEk(P )−l(ψ
−1
0 χP ))|T (p)δP )∞

= pδP (k(P )−1)(hEk(P )−l(ψ
−1
0 χP ), (F̃ (P )|k(P )τNpαP )(pδP z))Γ0(Npβ)

= pδP (k(P )−1)(NpαP )(k(P )−2)/2χP (−1)W (λP )

× (hEk(P )−l(ψ
−1
0 χP ), F (P )(p

δP z))Γ0(Npβ).

この Petersson内積を §5.4, pp.153–156の議論に倣って計算する．簡単のため

cP = 2(Npβ)−(k(P )−l)τ(ψ0χ
−1
P )(−2π

√
−1)k(P )−lΓ(k(P )− l)−1
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とおく．F (P ) の変数が pδP z であることに注意すると，z = x+
√
−1y として

(hEk(P )−l(ψ
−1
0 χP ), F (P )(p

δP z))Γ0(Npβ)

= 2c−1
P L(k(P )− l, ψ−1

0 χP )

∫ 1

0

∫ ∞

0
h(z)(F (P )(pδP z))cyk(P )−2dxdy

= 2c−1
P L(k(P )− l, ψ−1

0 χP )

×
∫ ∞

0

∞∑
m,n=1

a(m,F (P ))ca(n, h)

(∫ 1

0
e2π

√
−1(−mpδP +n)xdx

)
× e−2π(mpδP +n)yyk(P )−2dy

= 2c−1
P L(k(P )− l, ψ−1

0 χP )

∫ ∞

0

∞∑
m=1

a(m,F (P ))ca(mpδP , h)e−4πmpδP yyk(P )−2dy

= 2c−1
P L(k(P )− l, ψ−1

0 χP )(4πp
δP )1−k(P )Γ(k(P )− 1)

×
∞∑
m=1

a(m,F (P ))ca(mpδP , h)m1−k(P ).

ここで a(mpδP , h) = a(m,h|T (p)δP ) = φ0(T (p))
δP a(m,h) となることに注意すると，先の計算

式は

(hEk(P )−l(ψ
−1
0 χP ), F (P )(p

δP z))Γ0(Npβ)

= 2c−1
P L(k(P )− l, ψ−1

0 χP )(4πp
δP )1−k(P )Γ(k(P )− 1)

× φ0(T (p))
δPD(k(P )− 1, F (P ), h)

= p−δP (k(P )−1)

×
(Npβ)k(P )−lΓ(k(P )− l)Γ(k(P )− 1)φ0(T (p))

δPL(k(P )− 1, λcP ⊗ φ0)

τ(ψ0χ
−1
P )(−2π

√
−1)k(P )−l(4π)k(P )−1

となる．ゆえに

(F (P ), (hEk(P )−l(ψ
−1
0 χP ))|T (p)δP )∞

= (NpαP )(k(P )−2)/2χP (−1)W (λP )φ0(T (p))
δP

×
(Npβ)k(P )−lΓ(k(P )− l)Γ(k(P )− 1)L(k(P )− 1, λcP ⊗ φ0)

τ(ψ0χ
−1
P )(−2π

√
−1)k(P )−l(4π)k(P )−1

.

さらに (F (P ), F (P ))∞ = (NpαP )(k(P )−2)/2χP (−1)W (λP )(F (P ), F (P ))Γ0(Np
αP ) だから

Lp(λ
c ⊗ φ0)(P ) = λP (T (p))

−δP (F (P ), (hEk(P )−l(ψ
−1
0 χP ))|T (p)δP )∞

(F (P ), F (P ))∞

= (NpαP )(k(P )−2)/2χP (−1)W (λP )
{
λP (T (p))

−1φ0(T (p))
}δP

×
(Npβ)k(P )−lΓ(k(P )− l)Γ(k(P )− 1)L(k(P )− 1, λcP ⊗ φ0)

τ(ψ0χ
−1
P )(−2π

√
−1)k(P )−l(4π)k(P )−1(F (P ), F (P ))∞

= (Npβ)k(P )−l {λP (T (p))−1φ0(T (p))
}δP

×
Γ(k(P )− l)Γ(k(P )− 1)L(k(P )− 1, λcP ⊗ φ0)

τ(ψ0χ
−1
P )(−2π

√
−1)k(P )−l(4π)k(P )−1(F (P ), F (P ))Γ0(Np

αP )

.

これにて定理 5.3の証明が完了した． □
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6. Two variable interpolation

この節では c(f, g), g = hEk−l(χ0ψ
−1
0 ) の f と h を同時に動かしたときの p-進補間を考える．

K, I, F, λ を前節と同じものとする．L の有限次拡大体 M を新たに一つ固定して，Λ の M の中
での整閉包を J で表す．ψ : (Z/NpZ)× → O× を法 Np の偶指標とする．G ∈ S(N,ψ,J) を正
規化されたHecke固有形式，φ : h(N,ψ,J)→ J を G に対応する J-代数の準同型とする．すなわ
ち φ(T (n)) = a(n,G) (n = 1, 2, . . .) である．

記法 6.1. J の数論的点 Q ∈ Xarith(J) が Q|Λ = φk,ε を満たすとき

k(Q) = k, εQ = ε, ψQ = εψω−k, φQ = Q ◦ φ, G(Q) = Q(G)

と表す．また，ψQ の導手を pβQ で表し，δP,Q = max {βQ − αP , 0} と書く．

定義 6.2. Q ∈ Xarith(J) が G について admissible であるとは，G(Q) ∈ (J/Q)[[q]] がある
Sk(Q)(Γ0(Np

βQ), ψQ;Q) の元の q-展開になることをいう．

注意 6.3. Control Theorem (Theorem 7.3.3; §7.3, p.215)の帰結として，G が ordinaryなら任意
の数論的点が G について admissibleである．しかし今は G が ordinaryとは限らないので，任意
の数論的点 Q ∈ Xarith(J) に対し G(Q) が古典的なモジュラー形式の q-展開になっているとは限
らない．なお，Q が G について admissibleならば，G が正規化された Hecke固有形式であるか
ら G(Q) もまた然り．よって Proposition 7.2.1 (§7.2, p.201)より G(Q) のHecke体を代数体とみ
なすことができる．

以下，J-adic formsを考える時は J を O[[Y ]]-代数とみなす．完備テンソル積

Λ⊗̂OJ = lim←−
n

((O[X]/(ϖ,X)n)⊗O J)

を考える．ここで ϖ は O の素元の一つである．また，Q ∈ HomO-alg(J,Qp) に対し

idΛ ⊗Q : Λ⊗̂OJ→ Λ⊗O (J/Q);A⊗B 7→ A⊗Q(B)

を J 成分に関する特殊化とする．以下 χ ̸= ψ を仮定する (定理 6.7で χ = ψ の場合に触れる). こ
の仮定のもとで E = E(χψ−1) ∈Mord(N,χψ−1,Λ) に対し

(G ∗ E)(X) = GE(ψ(u)−1(1 + Y )−1(1 +X)− 1) ∈ J[[X]]

とおく．数論的点 Q ∈ Xarith(J) に対し

(idΛ ⊗Q)((G ∗ E)(X)) = G(Q)E((ψεQ)(u)
−1u−k(Q)(1 +X)− 1)

= G(Q)E(ψQ(u)
−1u−k(Q)(1 +X)− 1)

= (G(Q) ∗ E)(X) ∈ (Λ⊗O (J/Q))[[q]]
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となる．特に Q ∈ Xarith(J) が G について admissibleなとき，j > k(Q) なる任意の整数 j に対
して

(G(Q) ∗ E)(uj − 1) = G(Q)E(χψ−1)(ψQ(u)
−1uj−k(Q) − 1)

= G(Q)E(χψ−1)((ωk(Q)ψ−1ε−1
Q )(u)uj−k(Q) − 1)

= G(Q)E(χψ−1)(ε−1
Q (u)uj−k(Q) − 1)

= G(Q)
{
Ej−k(Q)(χψ

−1
Q ω−j)(z)

− (χψ−1
Q ω−j)(p)pj−k(Q)−1Ej−k(Q)(χψ

−1
Q ω−j)(pz)

}
∈ Sj(Γ0(Np

γ), χω−j ; (J/Q)) (pγ = max
{
pβQ , cond(χψ−1

Q )
}
)

となるから (idΛ ⊗Q)(G ∗ E) = G(Q) ∗ E ∈M(χ,Λ⊗O (J/Q)).

補題 6.4. H =
∑∞

n=1 a(n,H)qn ∈ (Λ⊗̂OJ)[[q]] に対し，整数 a ≥ 1 が存在して k(Q) ≥ a なる任
意の数論的点 Q ∈ Xarith(J) が (idΛ ⊗ Q)(H) ∈M(N,χ,Λ ⊗O (J/Q)) を満たすとする．このと
き H ∈M(N,χ,Λ)⊗̂OJ となる．

Proof. tame level N が 1 のときと一般のときで証明が全く同じなので，N = 1 の場合の証
明を紹介する．以下，M(χ,Λ) = M(1, χ,Λ) のように略記する．
まず J = O[[Y ]] のときに主張を示す．このとき

Λ⊗̂OJ = lim←−
n

((O[X]/(ϖ,X)n)⊗O O[[Y ]]) = O[[X,Y ]].

よって H = H(X,Y ) =
∑∞

n=1 a(n,H)(X,Y )qn ∈ O[[X,Y ]][[q]] としてよい．仮定より k(Q) ≥ a
なる任意の数論的点 Q ∈ Xarith(J) に対し

(idΛ ⊗Q)(H) =

∞∑
n=1

a(n,H)(X, εQ(u)u
k(Q) − 1)qn ∈M(χ,Λ⊗O O[εQ])

となる．そこで特に Q = φk,1 : O[[Y ]]→ O として整数 k ≥ a を動かすと

H(X,Y )−H(X,ua − 1) ∈ Pa,1(Y )O[[X,Y ]][[q]]

より H1(X,Y ) = Pa,1(Y )−1(H(X,Y )−H(X,ua−1)) ∈ O[[X,Y ]][[q]]. 仮定より任意の整数 k ≥ a
に対し H(X,uk−1) ∈M(χ,Λ) だから，任意の k ≥ a+1 に対し H1(X,u

k−1) ∈M(χ,Λ). 次に

H1(X,Y )−H1(X,u
a+1 − 1) ∈ Pa+1,1(Y )O[[X,Y ]][[q]]

より H2(X,Y ) = Pa+1,1(Y )−1(H1(X,Y ) − H1(X,u
a+1 − 1)) ∈ O[[X,Y ]][[q]]. 先の議論により

任意の整数 k ≥ a + 1 に対し H1(X,u
k − 1) ∈ M(χ,Λ) だから，任意の k ≥ a + 2 に対し

H2(X,u
k − 1) ∈M(χ,Λ). この操作を繰り返すと H は

H =
∞∑
n=0

Hn(X,u
a+n − 1)

n∏
j=1

Pa−1+j(Y ), Hn(X,u
a+n − 1) ∈M(χ,Λ)

という形で表せる．各 n ≥ 0 について
∏n
j=1 Pa−1+j(Y ) ∈ (ϖ,Y )nO[Y ] だから右辺の無限級数が

mY = (ϖ,Y )-進位相に関して収束して H ∈M(χ,Λ)⊗̂OJ.

次に一般の J について主張を示す．{Φ} をM の L-基底，{Φ∗} を TrM/L に関する {Φ} の双
対基底とする．H ∈M[[X]] かつM = ⊕ΦLΦ だから H は Φ たちの L[[X]] 上の線形結合で表さ
れる．実際 HΦ = TrM[[X]]/L[[X]](Φ

∗H) ∈ L[[X]] とおくと双対基底の定義より H =
∑

ΦHΦΦ と
なる．G について admissibleな数論的点 Q ∈ Xarith(J) で Φ∗ の分母に現れるものは有限個しか
ない．よって Φ∗ たちの分母に現れない O[[Y ]] の数論的点 Q = φk(Q),ε(Q) を k(Q) ≥ a となるよ
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うに選ぶと，仮定から (idΛ ⊗Q)(HΦ) はM(χ,Λ⊗O O[εQ]) に属する．J = O[[Y ]] のときの議論
より HΦ ∈M(χ,Λ)⊗̂OO[[Y ]]. これが各 Φ について示せるから H ∈M(χ,Λ)⊗̂OJ. □

補題 6.4とその直前の計算から G ∗ E は M(N,χ,Λ)⊗̂OJ に属することがわかる．冪等射影
子 e : M(N,χ,Λ) → Mord(N,χ,Λ) を J-線形に M(N,χ,Λ)⊗̂OJ 上に延長したものも e で表し
(G ∗E)|e ∈Mord(N,χ,Λ)⊗̂OJ を考える．さらにMord(N,χ, I) 上の代数的Petersson内積 ( , )I

を J-線形に延長したものを

( , )I⊗̂J : (Mord(N,χ, I)⊗̂OJ)× (Mord(N,χ, I)⊗̂OJ)→ H−1I⊗̂OJ

で表す．ただし H−1 ∈ K は ( , )I の分母である．

定義 6.5 (2 変数 p-進 L-関数).

Lp(λ
c ⊗ φ) = (F, (G ∗ E)|e)I⊗̂J ∈ H

−1I⊗̂OJ

と定める．

以下では，次の方法で Lp(λ
c ⊗ φ) を HomO-alg(I,Qp) × HomO-alg(J,Qp) 上の関数とみなす．

(P,Q) ∈ HomO-alg(I,Qp)×HomO-alg(J,Qp) に対し

Lp(λ
c ⊗ φ)(P,Q) = (idΛ ⊗Q)(Lp(λ

c ⊗ φ))(P )

と書く．特に G について admissibleな任意の数論的点 Q ∈ Xarith(J) に対し

(idΛ ⊗Q)(Lp(λ
c ⊗ φ)) = Lp(λ

c ⊗ φQ)

が成り立つ．ただし右辺は定義 5.1の 1 変数 p-進 L-関数である．

定理 6.6 (Theorem 7.4.2; §7.4, p.227). (P,Q) ∈ Xarith(I)×Xarith(J) が数論的点の組で，Q が G

について admissible, P が Lp(λ
c⊗φQ) の分母と互いに素，かつ (k(P ), χP , λP ) と (k(Q), ψQ, φQ)

が条件 (P1)–(P3)を満たしているとする．このとき

Lp(λ
c ⊗ φ)(P,Q)

=
{
pk(P )−k(Q)λP (T (p))

−1φQ(T (p))
}δP,Q

×
(NpαP )(k(P )−k(Q))Γ(k(P )− k(Q))Γ(k(P )− 1)L(k(P )− 1, λcP ⊗ φQ)
τ(ψQχ

−1
P )(−2π

√
−1)k(P )−k(Q)(4π)k(P )−1(F (P ), F (P ))Γ0(Np

αP )

が成り立つ．

最後に Lp(λ
c ⊗ φ) の “留数公式”を紹介する：

定理 6.7 (Theorem 7.4.3; §7.4, p.228). 上と同じ記号のもとで，χ = ψ を仮定する．このとき{
((1 +X)(1 + Y )−1 − 1)Lp(λ

c ⊗ φ)
}
|X=Y = 2−1(logp u)(p

−1 − 1)(F,G|e)I.

Proof. E = E(χψ−1) であったことを思い出す．χ = ψ のとき

(G ∗ E)(X,Y ) = GE(χχ−1)(χ(u)−1(1 + Y )−1(1 +X)− 1)

= GE(1)((1 +X)(1 + Y )−1 − 1)
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だから {
((1 +X)(1 + Y )−1 − 1)((G ∗ E)|e)(X,Y )

}
|X=Y

= (G|e)
{
((1 +X)(1 + Y )−1 − 1)E(1)((1 +X)(1 + Y )−1 − 1)

}
|X=Y

= (G|e) {XE(1)(X)} |X=0

= 2−1(logp u)(p
−1 − 1)(G|e).

次に (F, F )I = 1 となることを見る．hord(N,χ,K)new ∼=
∏r
i=1K となるように K を取ったこと

を思い出す．D = hord(N,χ,K)new とおき λi : D → K を i 番目の射影とする．また，D の標準
基底を {ei}ri=1 とおく (すなわち λi(ej) = δi,j : Kronecker’s Delta). λ = λ1 として一般性を失わ
ない．D∗ を D の K-双対として，代数的 Petersson内積の定義に基づき

TrD/K(TFT
′) = a(1, F |T ′), ∀T ′ ∈ D

を満たす TF ∈ D を取る，TF は同型 i : D ∼= D∗ による F ∈ D∗ の逆像である．すると F と λ

の双対性から

TrD/K(TF ei) = λ(ei)= δ1,i, ∀i = 1, 2, . . . , r

となる．一方で TrD/K(eiej) = δi,j より TrD/K(TF ei) は TF を ei たちの線形結合で表したとき
の ei の係数である．これより TF = e1 が結論できる．ゆえに

(F, F )I = TF (F )= e1(F ) = λ1(e1)= 1.

以上より {
((1 +X)(1 + Y )−1 − 1)Lp(λ

c ⊗ φ)
}
|X=Y

= (F,
{
((1 +X)(1 + Y )−1 − 1)((G ∗ E)|e)(X,Y )

}
|X=Y )I⊗̂J

= 2−1(logp u)(p
−1 − 1)(F,G|e)I

となり，定理の主張が示された． □

Appendix A. E1(ψ1, ψ2; 1)Ek−1(χψ
−1ω−k,1; 1) の定数項

ここでは定理 2.14に現れた E1(ψ1, ψ2; 1)Ek−1(χψ
−1ω−k,1; 1) が cusp formであることを示

す．η1 と η2 をそれぞれ導手 M1,M2 の Dirichlet指標とする．重さ k ≥ 1 と η1η2 の偶奇が
等しい，すなわち (η1η2)(−1) = (−1)k を満たすとする．行列 A =

(
A11 A12
A21 A22

)
∈ SL2(Z) に対

し，Ek(η1, η2; 1)|kA の Fourier展開の定数項は，A21 /∈ M1Z のとき 0 になることが知られてい
る．よって A21 /∈ NprZ のとき Ek−1(χψ

−1ω−k,1; 1)|k−1A の定数項は 0 になるから，以下では
A21 ∈ NprZ を仮定する．この仮定により特に A11 /∈ pZ となることに注意されたい．§5.1, p.129
にあるように，M =M1M2, τM =

(
0 −1
M 0

)
とおくと

Ek(η1, η2; 1)|kτM = η1(−1)vk−2
1 v2k2 τ(η1)τ(η

−1
2 )Ek(η

−1
2 , η−1

1 ; 1)

が成り立つ．ただし τ(η) は指標 η のGauss和である．よって E1(ψ1, ψ2; 1)|1A の定数項が 0 で
あることと E1(ψ

−1
2 , ψ−1

1 ; 1)|1τNprA の定数項が 0 であることが同値．

τNprA =

(
−A21/(Np

r) −A22

A11 NprA12

)(
Npr 0

0 1

)
で A11 /∈ NprZ だから E1(ψ

−1
2 , ψ−1

1 ; 1)|1τNprA の定数項は 0. 任意の A ∈ SL2(Z) に対し
(E1(ψ1, ψ2; 1)Ek−1(χψ

−1ω−k,1; 1))|kA の定数項が 0 になることが結論できた．
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Appendix B. 集合 Aord
k (Nppr(ε)) ∩A(Nppr(ε), εχω−k) の元の個数

この節では，第 2.5.1節で予告したように，モジュラー形式の空間と cusp formsの空間の階数
の差として現れる (有限)集合 Aord

k (Nppr(ε)) ∩ A(Nppr(ε), εχω−k) の要素の個数が，整数 k ≥ 2

と位数有限の指標 ε :W → Q×
p に依らないことを示す．[H86b]の Lemma 5.3 (p. 578)により，こ

の集合の濃度は，商空間

e(Mk(Γ0(Nppr(ε)), εχω−k;Cp)/Sk(Γ0(Nppr(ε)), εχω−k;Cp))

の次元に一致する．以下，法 Nppr のDirichlet指標 η : (Z/NpprZ)× → O× に対し，
• η の (Z/NZ)× への制限を ηN ,

• η の主単数群 W = 1 + pZp への制限を ηw,

• ηt = ηη−1
N η−1

w (特に ηt は法 p で定義され，Teichmüller指標のべきである)

とおく．大域類体論の観点から言えば，ηN は N の外不分岐 (特に p で不分岐), ηw と ηt は p の
外不分岐で，ηw の位数が p のべき，ηt の位数は p と互いに素である．
定義 2.6と 2.12より Aord

k (Nppr(ε)) ∩A(Nppr(ε), εχω−k) は

η1η2 = εχω−k, cond(η1)cond(η2)t | Nppr(ε), p ∤ cond(η2)t (B.1)

を満たす (η1, η2, t) の集合である．今，χ が法 Np の指標 (つまり χt = 1)であることに注意する
と，先の指標の分解の記号のもとで，条件 (B.1)は{

η1,w = ε, η1,tη1,Nη2 = χω−k,

cond(η1,w) | pr(ε), cond(η1,tη1,N )cond(η2)t | Np, p ∤ cond(η2)t
(B.2)

と同値である．よって写像

Aord
k (Nppr(ε)) ∩A(Nppr(ε), εχω−k)→ Aord

2 (Np) ∩A(Np, χω−2);

(η1, η2, t) 7→ (η1,tω
k−2η1,N , η2, t)

は全単射である (逆写像は (ζ1, ζ2, t) 7→ (εζ1ω
−k+2, ζ2, t) で与えられる).

Appendix C. 命題 3.7の証明

この節では命題 3.7を証明する．その主張を振り返っておく．

命題 C.1 (命題 3.7の再掲). K を L の有限次拡大体，A を K の中での Λ の整閉包とする．
mord(N,χ,A) は自由 A-加群で，階数が Mord(N,χ,A) のそれに一致する．

tame level が一般の場合と 1 の場合で証明の手筋が同じなので，N = 1 のときの証明を紹介す
る．以下，Mord(χ,A) = Mord(1, χ,A) などと略記する．

Proof. 定義から Mord(χ,Λ) の Λ-基底 F1, F2, . . . , Fr が Mord(χ,L) の L-基底となる．ここ
で補題を一つ用意する：

補題 C.2. r = rankΛ(M
ord(χ,Λ)) 個の整数 n1, n2, . . . , nr ≥ 1 で

D(n1, n2, . . . , nr)(X) = det(a(ni, Fj)(X))1≤i,j≤r ∈ Λ

が 0 でないものが存在する．

注意 C.3. 定理 1.6の証明において，整数 n1, n2, . . . , nr ≥ 0 で同様の性質を満たすものが存在す
ることを用いた．この補題の主張で肝要なのは，n1, n2, . . . , nr の中に 0 が含まれないようにでき
るという点である．
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Proof. (補題 C.2の証明) 集合 S とその部分集合 S′ を

S = {(n1, n2, . . . , nr) ∈ Zr | 0 ≤ n1 < n2 < · · · < nr, D(n1, n2, . . . , nr)(X) ̸= 0} ,

S′ = {(n1, n2, . . . , nr) ∈ S | n1 ≥ 1}

でそれぞれ定義する．Fi たちの線形独立性から S は空集合でない．S′ が空集合と仮定するとす
べての (n1, n2, . . . , nr) ∈ S に対して n1 = 0. これはある可逆行列 B ∈ GLr(L) が存在して

a(0, G1) ̸= 0, a(1, G1) = a(2, G1) = · · · = 0,

a(0, G2) = · · · = a(0, Gr) = 0

となることを意味する．特に G1 = a(0, G1) ∈ L は定数．0 でない Λ の元で適当に分母を払っ
て G1 = a(0, G1) ∈ Λ としてよい．整数 k ≥ 2 に対し φk,1(G1) は O の元となり，同時に
Control Theoremから重さ k の ordinaryな保型形式となる．重さ k ≥ 2 より φk,1(G1) = 0.

∩k≥2PkΛ = {0} だから G1 = 0 となる．これは a(0, G1) ̸= 0 に矛盾．ゆえに S′ は空集合でな
い． □

補題 C.2の条件を満たす整数 n1, n2, . . . , nr ≥ 1 を取り，D(n1, n2, . . . , nr)(X) を D(X) と略
記する．F ∈mord(χ,Λ) を F =

∑r
i=1 xiFi (xi ∈ L) と表して，定理 1.6の証明と同様に xi につ

いて解くと

D(X)mord(χ,Λ) ⊂Mord(χ,Λ)

となることが分かる．よって mord(χ,Λ) ∼= D(X)mord(χ,Λ) は有限生成 Λ-加群．また，M を
mord(χ,Λ) に含まれる自由 Λ-加群で階数が最大になるように取ると，その階数が r になるこ
とも分かる．整数 k ≥ 2 を Dk = D(uk − 1) ̸= 0 となるように取ると fi = Fi(u

k − 1) が
Mord

k (Γ0(p), χω
−k;O) の O-基底になる．従って上と同様の議論により

Dkm
ord
k (Γ0(p), χω

−k;O) ⊂Mord
k (Γ0(p), χω

−k;O)

となる．すなわち mord
k (Γ0(p), χω

−k;O) は有限生成 O-加群となる．さらに O が単項イデアル整
域であることに注意すると mord

k (Γ0(p), χω
−k;O) は階数 r の自由 O-加群となる．Dk ̸= 0 より

写像

φk,1 : m
ord(χ,Λ)/Pkm

ord(χ,Λ)→ mord
k (Γ0(p), χω

−k;O);F 7→ F (uk − 1)

が well-definedで，かつ単射．G1, G2, . . . , Gs ∈ mord(χ,Λ) を，mord(χ,Λ)/Pkm
ord(χ,Λ) の O-

基底が gi = Gi(u
k − 1) となるように取ると Gi たちは Λ 上線形独立．M = ⊕si=1ΛGi とお

くと M/PkM = mord(χ,Λ)/Pkm
ord(χ,Λ) だから中山の補題より M = mord(χ,Λ). 先に済ま

せた階数の考察を踏まえると s = r が結論できる．これにて K = L の場合に命題 3.7が示せ
た．一般の K については，上の議論で Dk ̸= 0 となるように固定した k ≥ 2 に対し，PkΛ
の上にある A の素イデアル P を一つ取る．すると k と P の選び方から D(X) /∈ P だから
mord(χ,A) ⊗A AP = Mord(χ,AP )．ただし AP は A の P における局所化である．以下，(k, 1)

での特殊化の代わりに P での特殊化を考えると，K = L の場合と同様にして命題の主張が証明
できる． □
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