
サンプル 1の略解と解説

問題 1: (1), (3).
解説: (2)の集合は一点 {0}と等しいので, 可算無限ではありません. (4)の実数の集合は無限集合で
すが, 可算無限ではありません. Cantorの対角線論法参照.

問題 2: (1), (3).
解説: 「A ⊂ R2が閉⇔Ac ⊂ R2が開, つまり各点 x ∈ Acについてある (小さい)ε > 0を取ることが
できて, 中心 x, 半径 εの開球に Aの元は含まれない」が成り立ちます. (2)の包含 Q2 ⊂ R2 は稠密

ですから, Q2の元でQ2ではない点も近似できてしまうのでQ2は閉ではありません（開でもありま

せん）. (4)の集合は開正方形 (−1, 1) × (−1, 1)です. たとえば点 x = (1, 1)はこの開正方形の外の
点ですが, いくらでも開正方形の点で近似できてしまいますから閉ではありません.

問題 3: X = A ∪ B + (A ∪ B)c と A ∪ B = A \ B + B \ A + A ∩ B を合わせると X の分解

X = A \ B + B \ A + A ∩ B + (A ∪ B)c が得られます.
　さて与式 1A + 1B = 1A\B + 1B\A + 2 · 1A∩B を示しましょう. 全ての点 x ∈ X について

1A(x) + 1B(x) = 1A\B(x) + 1B\A(x) + 2 · 1A∩B(x)

をチェックするということです. まず x ∈ A \ B のときは, 1A(x) = 1, 1B(x) = 0なので左辺は 1で
す. 右辺では第 1項の 1A\B(x)だけ 1で残りは 0ですから等式が成り立ちます. 同様に x ∈ B \Aの

ときも確かめられます. x ∈ A∩Bのときは, 左辺は 2, 右辺では第 3項だけ 2で残りは 0ですからや
はり等式が成り立ちます. 最後の x ∈ (A∪B)cのときは両辺とも 0となり等式が成り立ちます. よっ
て全ての点で等式をチェックできました.

問題 4: ある集合族が σ-fieldであるとは, 「空集合 ∅が入る」, 「補集合を取る操作で閉じている」,
「可算和を取る操作で閉じている」の 3つがなりたつことを言います. まず 1つ目ですが, ∅ ∈ Bなの

で ∅ = ∅ ∩ Y ∈ BY です. 2つ目について, A ∈ BY を任意に取ってきます. するとBY の定義からあ

る B ∈ Bが存在して A = B ∩ Y と表せます. すると Aの Y での補集合は Ac ∩ Y なのでこれを計

算すると Ac ∩ Y = Bc ∩ Y が言えます. Bc ∈ Bなので (Bは σ-fieldだから), Ac ∩ Y ∈ BY が言え

ました. 最後に 3つ目を示します. 可算個の集合たち {An}∞n=1をBY から任意に取ってきましょう.
するとBY の定義から可算個のBに入る集合たち {Bn}∞n=1が存在して, An = Bn ∩ Y と表せます.

すると
∞∪

n=1

An =
( ∞∪

n=1

Bn

)
∩ Y が言えて,

∞∪
n=1

Bn ∈ Bなので (Bは σ-fieldだから),
∞∪

n=1

An ∈ BY

が言えます. 従ってBY は Y の σ-fieldとなります.

問題 5: (1). An たちは σ-field Bの元で, Bk =
∞∪

n=k

An だから Bk ∈ Bです. また Bk = Ak ∪ Bk+1

なので Bk ⊃ Bk+1 です.
(2). 測度の劣可算加法性から

µ(B1) = µ
( ∞∪

n=1

An

)
≤

∞∑
n=1

µ(An)

が成り立ちます. これは仮定から有限の値です.
(3). {Bn}∞n=1は単調減少な Borel集合列で, 始めのB1の測度が有限であったので測度の収束定理が

使えて

µ( lim
n→∞

An) = µ
( ∞∩

n=1

Bn

)
= lim

N→∞
µ
( N∩

n=1

Bn

)
= lim

N→∞
µ(BN ) (0.1)



が成り立ちます. ところで µ(BN )についてやはり (2)のように µの劣加法性を使うと

µ(BN ) ≤
∞∑

n=N

µ(An)

と評価出来ます. 仮定から µ(An)たちの無限和が有限値に収束しますからもちろん

lim
N→∞

∞∑
n=N

µ(An) = 0

です. したがって lim
N→∞

µ(BN ) = 0も言えます. よって不等式 (0.1)より µ( lim
n→∞

An) = 0が言えます.

問題 6: fn(x) = exp(−x2) exp
( ix

n

)
とおきます. まず各点 x ∈ Rで lim

n→∞
fn(x) = exp(−x2)が言え

ます. また絶対値を評価すると |fn(x)| = exp(−x2)となります. 右辺は xについての可積分関数であ

り, nに依存せず各 |fn(x)|を (この場合は等式ですが)上から押さえています. よって Lebesgueの収
束定理を使えて

lim
n→∞

∫ ∞

−∞
fn(x) dx =

∫ ∞

−∞
lim

n→∞
fn(x) dx =

∫ ∞

−∞
exp(−x2) dx =

√
π.

問題7: fn(x)はx ∈ (0, 1]で連続関数であることは簡単に分かるので (Lebesgueの収束定理を使ってみ
てください), 特に可測関数であることを注意しておきます. また fn ≥ 0なので積分を定義できること
もよいでしょう. さて関数列 {fn}∞n=1は被積分関数 exp(−xy2)が正なので明らかに 0 ≤ f1 ≤ f2 ≤ · · ·
と単調増加します. よって単調収束定理から

lim
n→∞

∫ 1

0

fn(x) dx =
∫ 1

0

lim
n→∞

fn(x) dx

となりますが,

lim
n→∞

fn(x) =
∫ ∞

−∞
exp(−xy2) dy =

√
π

x

ですから

lim
n→∞

∫ 1

0

fn(x) dx =
∫ 1

0

√
π

x
dx = 2

√
π.

問題 8: (1). f(x, t) := exp(−tx)
sinx

x
とおきます. f(x, t)が各 t > 0に対して, xの可積分関数であ

ることは, exp(−tx)が可積分であることと関数 sinx/xが有界であることから従います. (有界性は
なぜ言えるのでしょうか. 実際, 上限 supx∈R | sinx/x|の値はいくつでしょうか). また

∂f

∂t
(x, t) = − exp(−tx) sin x

が成り立ちます.
　さて 0 < a < b < ∞なる a, bを取ります. まず t ∈ (a, b)であるものを考えましょう. 先の偏導関
数の絶対値を tによらないある可積分関数で上から押さえたいです. t ∈ (a, b)なので −tx ≤ −axで

すから exp(−tx) ≤ exp(−ax)が言えて, | sinx| ≤ 1も使うと∣∣∣∣∂f

∂t
(x, t)

∣∣∣∣ = exp(−tx)| sinx| ≤ exp(−ax)

が導けます. 最右辺は x ∈ [0,∞]で可積分で tに依存していません. それゆえ t ∈ (a, b)では微分と
積分を交換できて,

F ′(t) =
∫ ∞

0

∂f

∂t
(x, t) dx = −

∫ ∞

0

e−tx sinx dx

が言えます. この式は t ∈ (a, b)で成り立ちますが, aは任意に 0に近く取れますし, bは任意に大き

く取れますので, 全ての t > 0でこの式が成り立ちます.



(2). 部分積分を三角関数の方に対して使うと, 次のように変形出来ます.

F ′(t) =
∫ ∞

0

exp(−tx)
d cos x

dx
dx

=
[
exp(−tx) cos x

]∞
0

−
∫ ∞

0

(−t exp(−tx)) cos x dx

= −1 + t

∫ ∞

0

exp(−tx)
d sinx

dx
dx

= −1 + t
([

exp(−tx) sin x
]∞
0

−
∫ ∞

0

(−t exp(−tx)) sin x dx
)

= −1 − t2F ′(t).

(3). 各 x > 0に対して lim
t→∞

exp(−tx) = 0となります. M := sup
x∈R

∣∣∣ sinx

x

∣∣∣ < ∞ とおきます. tが 1よ

り大であれば,
∣∣∣ exp(−tx)

sin
x

∣∣∣ ≤ M exp(−x)が成り立ち, 右辺は tによらない xの可積分関数です.
よって t → ∞に対して Lebesgueの収束定理を使えて,

lim
t→∞

F (t) =
∫ ∞

0

lim
t→∞

exp(−tx)
sin x

x
dx = 0.

(4). (2)より F ′(t) = −(1 + t2)−1なので, ある定数 C があって F (t) = −Arctan t + C となりますが,
t → ∞としてみると左辺は (3)の結果から 0に収束し, 右辺は −π/2 + C に収束するので C = π/2
です. よって F (t) = −Arctan t + π/2と求められます.

♠ ちなみに F (t) = −Arctan t + π/2は今のところ t > 0でなりたっていますが, もう少しがんばる
と, 実は t = 0でも成立することを示せます. つまり有名な公式∫ ∞

0

sinx

x
dx =

π

2

を示せます. この最後の等式だけは広義 Riemann積分であり, Lebesgue積分とは考えられないこと
に注意してください. 実際 sinx/xは [0,∞]上で広義 Riemann可積分ですが, Lebesgue可積分では
ないというよく知られた例です.


