
問題 1 (5点) 次の (1)から (4)のうち, 可算無限集合 (Nとの全単射を構成できる集合)をすべて選

べ: (1) R \ Q (2) Q × N (3)
∞∏

n=1

{0, 1} (4) C.

問題 2 (5点) 次の (1)から (4)のうち, R2 の開集合を選べ (R2 の位相は通常の位相):
(1) {(x, y) ∈ R2 | x > 0} (2) {(x, y) ∈ R2 | x > 0, y = 0} (3) {(x, y) ∈ R2 | y < sin x}
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,
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.

問題 3 (5点) 集合X の部分集合AとBに対して, それらの定義関数をそれぞれ 1A, 1B と書く. こ
のとき, 等式 1A∪B = 1A + 1B\A を示せ.

問題 4 (10点) Rに左半開区間から生成される σ-field B を与える. 関数 f : R → Rが (広義)単調
増加であれば, f は Borel可測であることを示せ.

問題 5 ((1):5点, (2):10点) 前問と同じBを考え, µo : B → [0,∞]を Lebesgue測度とする. 次の
問に答えよ.

(1) R上の連続関数は Borel可測であることを示せ.

(2) 関数 f, g : R → Rを連続関数とする. もし f(x) = g(x) µo-a.e. xであれば, 全ての x ∈ Rに対
して f(x) = g(x)であることを示せ.

問題 6 (15点) Fatouの補題の等式が成り立たない例を構成せよ.

　以下の問題では, 各種収束定理や微分と積分の交換定理などを使う場合は, なぜそれらが適用可能

なのか理由を明確に記入すること. また, 公式
∫ ∞

−∞
e−x2

dx =
√

πは証明なしに用いてもよい.

問題 7 ((1):5点, (2):20点) 次の問に答えよ.

(1) |ϕ| ≤ π/2なる実数 ϕに対して, 不等式 | sinϕ| ≥ 2|ϕ|/πが成り立つことを示せ.

(2) 次の極限を求めよ: lim
n→∞

∫ √
nπ/2

−
√

nπ/2

exp
(
− n sin2

( x√
n

))
dx.

問題 8 (各 5点) 実数 a, bで a, b > 0をみたすものに対して, 次の積分を考える:

F (a, b) :=
∫ π/2

0

log(a2 cos2 x + b2 sin2 x) dx

次の問に答えよ.

(1)
∂F

∂a
=

∫ π/2

0

2a cos2 x

a2 cos2 x + b2 sin2 x
dxを示せ.

(2) (1)で t = tanxと変数変換して,
∂F

∂a
=

π

a + b
を示せ.

(3) F (a, a) = π log aを示せ.

(4) F (a, b) = π log
(a + b

2

)
を示せ.


