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　 ‖ · ‖を前回やったノルムとする, すなわち x = (x1, . . . , xN )に対して ‖x‖ =
√

x2
1 + · · · + x2

N とし

たのであった. 2点 x, y ∈ RN に対して d(x, y) := ‖x − y‖と定める.

問題 23. (5pt.) 写像 d : RN × RN → [0,∞)は次の性質をもつことを示せ. x, y, z ∈ RN とすると,
(1) d(x, y) = 0 ⇔ x = y, (2)（対称性）d(x, y) = d(y, x), (3) (三角不等式) d(x, y) ≤ d(x, z)+d(z, y).

　一般に上の (1)から (3)の性質をもつ写像 dのことを距離関数という. これまでは RN を扱ってき

たが, 内積, ノルムそして距離を次のように抽象化できる. ここで諸概念をまとめておこう.

定義 0.1 X をある集合とする.

• X が実ベクトル空間であり（無限次元でもよい）, ある写像 (·, ·) : X → Rが問題 11の (1)か
ら (4)の性質を満たすとき, (·, ·)を内積という. 組 (X, (·, ·))を実計量ベクトル空間という.

• X が実ベクトル空間であり（無限次元でもよい）, ある写像 ‖ · ‖ : X → [0,∞)が問題 12の (1)
から (3)の性質を満たすとき, ‖ · ‖をノルムという. 組 (X, ‖ · ‖)を実ノルム空間という.

• ある写像 d : X × X → [0,∞)が問題 23の (1)から (3)の性質を満たすとき, dを距離関数とい

う. 組 (X, d)を距離空間という.

　距離空間はベクトル空間でなくてもよいことに注意. また距離関数が何か明らかなときは, 単にX

は距離空間であるという言い方もする.
　内積が与えられれば問題 12と同じ証明で, ‖x‖ =

√
(x, x)がノルムを与えることが分かるし, ノル

ムが与えられれば d(x, y) = ‖x − y‖とすることで距離関数が得られる. つまり次が分かる.

実計量ベクトル空間⇒ 実ノルム空間⇒ 距離空間.

問題 24 (各 5pt.) R × R上の次の関数 dが距離関数であるかどうかを判定せよ. x, y ∈ Rとする.

(1) d(x, y) = x − y.

(2) d(x, y) = x2 + y2.

(3) d(x, y) = |x2 − y2|.

(4) d(x, y) = |x3 − y3|.

(5) d(x, y) = |f(x) − f(y)|, f : R → Rは単射な関数.

　今までやってきた RN は距離空間の典型例である. RN で考えてきたことを距離空間に一般化しよ

う. (X, d)を距離空間とする. 点列とは関数 x : N → X のことである.

定義 0.2 X の点列 {xn}n∈N に対して次の性質を定義する.

• {xn}n∈Nが収束列であるとは, ある x ∈ X（ただ 1つに定まる）が存在して, lim
n→∞

d(xn, x) = 0,
すなわち「任意の ε > 0に対して, ある N ∈ Nが存在して, もし n ∈ Nが N より大きければ

d(xn, x) < εがなりたつ」ことを言う.

• {xn}n∈N がコーシー列であるとは, lim
m,n→∞

d(xm, xn) = 0, すなわち「任意の ε > 0に対して,

あるN ∈ Nが存在して, もしm,n ∈ NがN より大きければ d(xm, xn) < εがなりたつ」こと

を言う.
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• {xn}n∈N が有界列であるとは, 部分集合 {xn | n ∈ N} ⊂ X が有界なこと, すなわち「ある
M > 0とある点 zが存在して, d(xn, z) ≤ M が全ての n ∈ Nでなりたつ」ことを言う.

問題 25. (5pt.) (X, d)を距離空間, {xn}n∈N をX の点列とする. 次が同値であることを示せ.

(1) {xn}n∈N は有界である.

(2) 任意の点 z ∈ X に対して, あるM > 0が存在して d(xn, z) ≤ M が全ての n ∈ Nでなりたつ.

問題 26. (各 5pt.) 距離空間 (X, d)の点列 {xn}n∈N に対して次を示せ.

(1) 点列 {xn}n∈N が収束列⇒ 点列 {xn}n∈N はコーシー列. （逆は一般には成り立たない.）

(2) 点列 {xn}n∈N がコーシー列⇒ 点列 {xn}n∈N は有界列.

　点列 {xn}n∈N が点 xに収束するとき, lim
n→∞

xn = xとか xn → xと書く. 上で注意したように, 一
般にはコーシー列でも収束列でない場合がある. それゆえコーシー列がいつも収束するというのは,
とてもよい性質である. これを完備性というが, 次でちゃんと定義しておこう.

定義 0.3 距離空間 (X, d)の任意のコーシー列が収束列であるとき, (X, d)を完備距離空間という†.

問題 27. (5pt.) 半開区間 [0, 1)（距離は d(x, y) = |x − y|）は完備でないことを示せ.

問題 28. (5pt.) 閉区間 [0, 1]（距離は d(x, y) = |x − y|）は完備あることを示せ.

問題 29. (5pt.) 有理数の集合 Q（距離は d(x, y) = |x − y|）は完備でないことを示せ.

問題 30. (各 5pt.) (X1, d1), (X2, d2)を距離空間とする. 直積集合X1 × X2 上の 2点 x = (x1, x2),
y = (y1, y2)に対して d(x, y) :=

√
d1(x1, y1)2 + d2(x2, y2)2 と定める. このとき次を示せ.

(1) (X1 × X2, d)は距離空間である.

(2) (X, d)が完備である⇔ (X1, d1), (X2, d2)の両方が完備である.

定義 0.4 　 (X, d)を距離空間とすると, 部分集合 Y ⊂ X に距離関数 dを制限することで距離空間

(Y, dY )が作られる（つまり dY (x, y) := d(x, y), x, y ∈ Y）. これを部分距離空間という.

問題 31. (10pt.) (X, d)を完備距離空間, Y をX の部分距離空間とする. 次の同値性を示せ.

(1) Y は完備である.

(2) もし Y の点列 {yn}n∈N が, X の点 xに収束していれば, x ∈ Y である‡.

　さてベクトル空間の話に戻ろう.

定義 0.5 完備な実計量ベクトル空間を実Hilbert空間, 完備なノルム空間をBanach空間という.

　こういう空間は無限次元の場合が興味深いのであるが, それらの典型的な例が次の `p 空間である.
1 ≤ p < ∞とし, 集合 `p

R と写像 ‖ · ‖p : `p
R → [0,∞)を次で定める:

`p
R := {x : N → R |

∞∑
n=1

|xn|p < ∞}, ‖x‖p :=

( ∞∑
n=1

|xn|p
)1/p

問題 32. (5pt.) p ≥ 1 のとき, α ∈ R, x, y ∈ `p
R に対して, 2 つの関数 x + y, αx : N → R を

(x + y)n := xn + yn, (αxn) := αxnによって定めれば, x + y, αx ∈ `p
Rであることを示せ（つまり `p

R

はベクトル空間となる）. (Hint: α, β ∈ Rに対して |α + β|p ≤ 2p−1(|α|p + |β|p)が成り立つ. )
†任意の距離空間 X は完備距離空間 eX に（等長かつ稠密に）埋め込むことができることが知られている（完備化という）.
‡Y ⊂ X が閉部分集合であるということ.



問題 33. (10pt.) p = 1のとき, (`1R, ‖ · ‖1)が完備ノルム空間であることを示せ（‖ · ‖1 がノルムで

あることと, 完備性を示すこと）.

問題 34. (5pt.) p > 1のとき, q := p/(p − 1)とおく（p−1 + q−1 = 1を満たす）. このとき任意の
α, β ≥ 0に対して次の不等式が成り立つことを示せ (Youngの不等式):

αβ ≤ αp

p
+

βq

q
.

問題 35. (5pt.) p > 1のとき, q := p/(p − 1)とおく. このとき x ∈ `p
R, y ∈ `q

Rに対して次の不等式

が成り立つことを示せ（Hölderの不等式）:∣∣∣∣∣
∞∑

n=1

xnyn

∣∣∣∣∣ ≤ ‖x‖p‖y‖q.

問題 36. ((1):5pt, (2):10pt.) p > 1のとき,次を示せ.

(1) 三角不等式 ‖x + y‖p ≤ ‖x‖p + ‖y‖p がなりたつことを示せ§ (Hint: Hölderの不等式を用いよ).

(2) (`p
R, ‖ · ‖p)は完備ノルム空間であることを示せ.

問題 37. (5pt.) x, y ∈ `2R に対して写像 (x, y) :=
∞∑

n=1

xnyn を定める（Hölderの不等式により無限

和が発散しないことに注意）. このとき (·, ·)が内積となること, そして ‖x‖2 =
√

(x, x)を示せ.

　 `p 空間は p = ∞の時も考えられる:

`∞R := {x : N → R | sup
n∈N

|xn| < ∞}, ‖x‖∞ := sup
n∈N

|xn|.

問題 38. (10pt.) 次を示せ.

(1) `∞R はベクトル空間であること（和, スカラー倍は問題 32のもの）.

(2) ‖ · ‖∞ はノルムであること.

(3) (`∞R , ‖ · ‖∞)は完備であること.

　以上をまとめてみよう.

定理 0.6 1 ≤ p ≤ ∞とする. このとき次が成り立つ.

(1) (`p
R, ‖ · ‖p)は Banach空間である.

(2) 特に p = 2の時, つまり (`2R, ‖ · ‖2)は実 Hilbert空間である.

問題 39. (各 5pt.) 1 ≤ p < q < ∞とする.

(1) `p
R ⊂ `q

R を示せ. また等式が成り立たないことを示せ.

(2) `p
R は `q

R の部分距離空間として, 完備か？

　最後に有限次元と無限次元の際立った違いを見てみよう. RN の有界列は収束部分列をもつことを

知っている（問題 18）. しかし無限次元のときは以下に見るように, この性質はなりたたない.

問題 40. (10pt.) 1 ≤ p ≤ ∞とする. `p
Rの有界列であって, 収束部分列をもたないものを構成せよ.

§これを Minkowski の不等式という.


