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1 演習の形式と成績評価の方法

　この授業では位相空間論の演習を行います. 毎回問題用紙を配り, 出来た人から黒板で解いてもら
います. 原則早いもの勝ちですが, 何人かが競った時には発表回数の少ない人の中から選びます. 各
問題は今学期中有効なので, 当日配られた問題の他に古い問題も解くこともできます.
　成績は発表回数と発表内容（満点＝問題の pt数）から評価します. 単位取得の為に最低 3回の発

表が必要です. 出席数は考慮しませんが, トレーニングのよい機会なので参加することを勧めます.
　発表の仕方：聴衆に理解してもらえるように分かりやすく１０分くらいで発表してください. 聴衆
は発表されているロジックが通っているかをチェックし, 不明な点があれば積極的に質問をすること.
　問題は順次私の web pageにアップします: http://www.ma.noda.tus.ac.jp/u/rto/sched.html

2 数学の記号

• N, Q, Rそして Cは各々, 自然数（0は含まない）, 有理数, 実数そして複素数の集合を表す.

• ベクトル空間のベクトルは, 小文字で書く（x, y, z等）.

3 問題

問題 1. (5pt.) 絶対値を取る関数 | · | : R → [0,∞) は次を満たすことを示せ. a, x, y ∈ Rに対して

1. |x| = 0 ⇒ x = 0,

2. |ax| = |a||x|,

3. |x + y| ≤ |x| + |y|.

またこれらを用いて ||x| − |y|| ≤ |x − y|を示せ.

数列の性質をいくつか復習する.

定義 3.1 数列 {xn}n∈N ⊂ Rに対して（関数 x : N → Rのこと）, 次の性質を定義する.

• {xn}n∈N ⊂ Rが収束列であるとは, あるx ∈ R（ただ 1つに定まる）が存在して, lim
n→∞

|xn−x| =
0, すなわち「任意の ε > 0に対して, ある N ∈ Nが存在して, もし n ∈ Nが N より大きけれ

ば |xn − x| < εがなりたつ」ことを言う.

• {xn}n∈N ⊂ Rがコーシー列であるとは, lim
m,n→∞

|xm − xn| = 0, すなわち「任意の ε > 0に対し

て, ある N ∈ Nが存在して, もしm,n ∈ Nが N より大きければ |xm − xn| < εがなりたつ」

ことを言う.

• {xn}n∈N ⊂ Rが有界列であるとは, 部分集合 {xn | n ∈ N} ⊂ Rが有界なこと, すなわち「ある
M > 0が存在して, |xn| ≤ M が全ての n ∈ Nでなりたつこと」を言う.

問題 2. (各 5pt.) 次を示せ.

(1) 実数列 {xn}n∈Nが収束列⇒ 実数列 {xn}n∈N はコーシー列. （実は逆も成り立つ. 問題 5参照. ）

(2) 実数列 {xn}n∈N がコーシー列⇒ 実数列 {xn}n∈N は有界列.



次に実数の連続性についての性質を復習する.

定理 3.2 (区間縮小法) 有界閉区間の列 I1, I2, . . . が単調減少, すなわち I1 ⊃ I2 ⊃ · · · となっている
とする. このとき次がなりたつ.

1.
∞∩

n=1

In ̸= ∅.

2. In = [an, bn] とする. もしも lim
n→∞

(bn − an) = 0 ならば，共通部分はある一点 a からなる:
∞∩

n=1

In = {a}. さらにこのとき a = lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn である.

ここで部分列についても復習しておく.

定義 3.3 自然数の値を取る数列 {p(k)}k∈N が狭義単調増加（つまり p(1) < p(2) < · · · ということ）
であるとき, 数列 {xn}n∈N から作られる新しい数列 {xp(k)}k∈N を，数列 {xn}n∈N の部分列という.

つまり狭義単調増加関数 p : N → Nと関数 x : N → Rの合成関数 x ◦ p : N → Rが部分列を与える.
関数 pの取り方によっていろいろな部分列を作ることができる.

問題 3. (10pt.) 区間縮小法を用いて次の定理を導け.

定理∗ (ボルツァーノ・ワイヤストラス): 実数の有界列 {xn}n∈N は収束部分列をもつ.

（ヒント: 有界性から, ある a, b ∈ Rが存在して {xn}n∈N ⊂ [a, b]がなりたつ. I0 := [a, b]として帰納
的に閉区間 In = [an, bn]を定める. 例えば I0 = [a, (a + b)/2] ∪ [(a + b)/2, b]だから {xn}n∈Nはどち

らか（両方の可能性もある）に無限回含まれる. 無限回含む方を選び I1 と定める. ）

問題 4. (5pt.) コーシー列 {xn}n∈N のある部分列 {xp(k)}k∈N が xに収束しているとする. このと
き, 元の数列 {xn}n∈N も同じ極限 xに収束する.

問題 5. (10pt.) 次を示せ.

定理†: 実数列 {xn}n∈N は収束列である. ⇔ 実数列 {xn}n∈N コーシー列である.

（⇒は問題 2(1)なので, ここでは⇐を示すこと. 問題 2(2), 問題 3, 問題 4を利用せよ. ）

問題 6. (各 5pt.) xn が次の形の数列 {xn}n∈N は収束することを証明し, 極限を求めよ.

(i)
12 + 22 + · · · + n2

n3
, (ii)

n3

an
(1 < a), (iii)

(
1 − 1

n2

)n

.

問題 7. (10pt.) 実数列 {xn}n∈N が x ∈ Rに収束しているならば, yn := (x1 + x2 + · · · + xn)/nも

xに収束することを示せ.

問題 8. (5pt.) 実数列の極限 lim
n→∞

(xn − xn−1) = xがあるとき, lim
n→∞

xn/n = xを示せ.

問題 9. (5pt.) xn =
(

1 +
1
n

)n

, n ≥ 1 は有界単調増加列であることを示せ. またこの収束先を e

と書くと, 2 < e < 3であることを示せ.

問題 10. (10pt.) 実数列 {xn}n∈Nはxn > 0, ∀n ∈ Nを満たしているとする. もしも lim
n→∞

xn/xn+1 =
x > 1 ならば, lim

n→∞
xn = 0であることを証明せよ.

∗後で学ぶ事柄であるが, R の有界閉集合はコンパクトであるということを示している.
†これも後でやるが, R が完備距離空間であることを示している.


