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1． p 進 L 関数の岩澤による構成につ
いて (全集 [48]の紹介)

八森祥隆（東京理科大学理工学部）

1.1 序

本稿は論文 [Iw5] (全集 [Iw7] の論文 [48]) の内容を解説する. ここで説明する
ことは, この論文以後に書かれた [Iw6] や岩澤理論の標準的教科書である [Wa2]
にも丁寧に書かれてあるので, それらも参照していただきたい.

[Iw5] の主結果は, Kubota-Leopoldt により発見された p 進 L 関数 ([K-L])
の, 彼らとは異なる構成を与えたことである. ([K-L] の構成については §1.5 注
意 1.5.1 を参照.) この構成は岩澤理論に非常によく適合するもので (cf. §1.7),
Iwasawa がこれより以前の十年余にわたり研究してきた円分体の理論に更に大
きな意味を付与した結果であるといえる.

詳しく述べるために, まず p 進 L 関数について説明する. 簡単のため p を奇
素数とする. ([Iw5] はもちろん p = 2 の場合も同時に扱うが, ここでは割愛す
る.) p 進整数環 Zp の単数群を

Z×
p
∼= µp−1 × (1 + pZp), a 7→ (ω(a), < a >)

と直積分解する. 但し µp−1 は Zp に含まれる 1 の p − 1 乗根全体のなす群で
あり, ω(a) ∈ µp−1 は ω(a) ≡ a (mod pZp) により, < a > は a = ω(a)· < a >

により特徴付けられるものである.
Q の代数閉包 Q の, C 及びQp (p 進体 Qp の代数閉包) への埋め込み

C
ι∞←↩ Q

ιp
↪→ Qp (1.1)

を一つずつ固定しておく. χ を導手 N の Dirichlet 指標とする. χ は群準同型
χ : (Z/NZ)× → C× であるが, Q に値をとるので, 上で定めた埋め込みを通
じて

χ : (Z/NZ)× → Qp
×

と考えることができる. また上で定めた ω は, Z×
p � (Z/pZ)× を経由する準同

型なので ω : (Z/pZ)× → µp−1 ⊂ Z×
p ⊂ Qp

×
なる導手 p の Dirichlet 指標とみ
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ることができる (Teichmuller 指標). 以上の準備のもとに, p 進 L 関数とは次
のようなものである.

定理 1.1.1 (Kubota-Leopoldt [K-L]). 奇指標 χ, 即ち χ(−1) = −1 を満たす
Dirichlet 指標に対し, s を変数とする連続関数

Lp(s, χ−1ω) : Zp − {1} → Qp

で, k ≥ 1 なる任意の整数 k ∈ Z に対し

Lp(1− k, χ−1ω) = (1− χ−1ω1−k(p)pk−1)L(1− k, χ−1ω1−k) (1.2)

を満たすものが唯一つ存在する. ここで右辺の L(s, χ−1ω1−k) は指標 χ−1ω1−k

の Dirichlet L 関数である. L(s, χ−1ω1−k) は複素解析的関数であるが, 整数点
s = 1− k では Q に値をとることが知られているので, (1.1) で定めた埋め込み
ι∞, ιp を通じてQp の元とみなすものとする.

{1− k | k ∈ Z, k ≥ 1} は Zp − {1} の dense な部分集合なので, 上のような
連続関数 Lp(s, χ−1ω) は存在すれば唯一つである. よって問題はその存在であ
り, [Iw5]では次のように示す. K = Qp(χ) ⊂ Qp をQp に χ の値を全て付加し
た体とし, O = Zp[χ] をその整数環とする. Λ = O[[T ]] を O を係数とするべき
級数環とする. また χ の導手 N をN = m0p

e ((m0, p) = 1, e ≥ 0) と書くと
き, q0 = m0p とおく. このとき (c, q0) = 1 かつ c 6= ±1 なる整数 c を補助的な
パラメータとする２つのべき級数 f(T ;χ, c), u(T ;χ, c) ∈ O[[T ]] で,

f((1 + q0)1−k − 1;χ, c)
u((1 + q0)1−k − 1;χ, c)

= (1− χ−1ω1−k(p)pk−1)L(1− k, χ−1ω1−k) (1.3)

が k ≥ 1 なる任意の整数 k ∈ Z に対して成り立つものを構成する. ここで,
(1 + q0)1−k − 1 ∈ pZp であること, h(T ) ∈ O[[T ]] と α ∈ pZp に対し h(α) は収
束して O の元を与えることに注意する.
よく知られているように t 7→ (1 + q0)t で定まる準同型 Z → 1 + pZp は

Zp → 1 + pZp に連続に伸びて全単射準同型となる. また h(T ) ∈ O[[T ]] に対し
α 7→ h(α) なる写像 pZp → O は連続である. よって合成写像

Zp → 1 + pZp → pZp → O
s 7→ (1 + q0)s 7→ (1 + q0)s − 1 7→ h((1 + q0)s − 1)

も連続であり, 従って s 7→ f((1 + q0)s − 1;χ, c)
u((1 + q0)s − 1;χ, c)

は, u((1 + q0)s − 1;χ, c) 6= 0

なる範囲で連続関数である. そこで

Lp(s, χ−1ω) =
f((1 + q0)s − 1;χ, c)
u((1 + q0)s − 1;χ, c)

とおけば, これが定理 1.1.1 の条件を満たす連続関数となる.
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注意 1.1.2. (1 + q0)s − 1 =
∞∑

n=1

logn
p (1 + q0)
n!

sn が成り立つ (但し logp(1 +

q0) =
∞∑

n=1

(−1)n+1

n
qn
0 ) ので, h((1 + q0)s − 1) は更に強く解析的な関数であ

り, Lp(s, χ−1ω) は有理型関数である. また関数の定義域を {s ∈ Cp | |s|p <
pp−2/p−1} − {1} まで伸ばすことができる (Cp は Qp の完備化, | ∗ |p は正規化
された付値).

以下 [Iw5]に沿い, §1.2 でここでの p 進 L 関数の構成に必要な完備群環につ
いて述べる. §1.3, §1.4, §1.5 で f(T ;χ, c), u(T ;χ, c) を構成し, (1.3) を満たす
ことを示す. §1.6 では Dirichlet 指標を第一種と第二種に分けることとその p 進
L 関数への応用を説明する. §1.7 で円分体の数論との関係を述べる. §1.8 では
論文から離れ, p 進 L 関数の様々な構成法と一般化について触れる.

1.2 群環とべき級数環

この節では, f(T ;χ, c)の構成に必要な完備群環を導入し, そのべき級数環と
の関係について述べる. (m0, p) = 1 とし, qn = m0p

n+1 (n ≥ 0) とおく. これ
に対し

Gn = (Z/qnZ)×

とおく. a ∈ Z, (a, q0) = 1に対し, σn(a) = a+ qnZ (∈ Gn)と定義する. m ≥ n
に対し

πm,n : Gm → Gn

を σm(a) 7→ σn(a)で定まる自然な全射準同型とする. Gnの部分群を Γn = Ker(Gn → G0) = {σn(a) | a ≡ 1 (mod q0)}
∆n = {σn(a) | ap−1 ≡ 1 (mod pn+1)}

とおくと, Gnの直積分解

Gn
∼= ∆n × Γn (σn(a) 7→ (δn(a), γn(a))) (1.4)

を得る. 但し δn(a), γn(a) は

δn(a) ∈ ∆n かつ πn,0(δn(a)) = σ0(a), σn(a) = δn(a) · γn(a)

で特徴付けられるものである. Γn
∼= Z/pnZであり, πn,0 により ∆n は ∆0 = G0

と同型になる. また δn(ab) = δn(a)δn(b), γn(ab) = γn(a)γn(b) が成り立つ.

γn = γn(1 + q0) (= σn(1 + q0))
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とおくと, Γnは γnで生成される. γn(a) 7→ < a > により

Γn
∼= (1 + pZp/1 + pn+1Zp) (↪→ (Zp/p

n+1Zp)× ↪→ (O/qnO)×) (1.5)

である. またm ≥ nに対し

Gm
∼=−−−→ ∆m × Γm

πm,n

y y
Gn

∼=−−−→ ∆n × Γn

は可換. 但し右側の縦の写像は

πm,n|∆m : ∆m
∼→ ∆n (δm(a) 7→ δn(a)),

πm,n|Γm : Γm � Γn (γm(a) 7→ γn(a))

で与えられる. πm,n|Γm による逆極限を

Γ = lim←− nΓn

とおく. a ∈ Z, (a, q0) = 1 に対し γ(a) = (γn(a))n≥0 は Γ の元であり, 特に
γ = (γn)n≥0 は Γ の位相的生成元となる.
K ⊂ Qp を Qp の有限次拡大体, O をその整数環とする. Rn = O[Γn] とおく

(O を係数とする Γn の群環). 群準同型 πm,n|Γm : Γm → Γn が誘導する全射環
準同型を同じ記号で

πm,n : Rm � Rn (1.6)

で表すことにし, これによる逆極限をR = lim←− nRn とおく. これを Γ の (O を
係数とする)完備群環と言う. 自然に Γ ⊂ R である.

Λ = O[[T ]]とし, ωn = (1 + T )pn − 1 ∈ O[T ] ⊂ Λ とおく. Γn
∼= Z/pnZ よ

り, O[T ]/(ωn) ∼= Rn (T 7→ γn − 1) である. また Λ に関する割り算アルゴリズ
ム (cf. [Wa2] §7.1 Proposition 7.2, [SS]も参照) を ωn に適用すると, 自然な準
同型 O[T ]/(ωn)→ Λ/(ωn) は全単射であることが分かる. これらより

R = lim←− nRn
∼= lim←− nO[T ]/(ωn) ∼= lim←− nΛ/(ωn)

を得る. (右辺の逆極限は自然な写像による. m ≥ nのときωn|ωmに注意.) Λは
極大イデアル m = (π, T ) (πはOの素元) のm進位相で完備であり, ωn ∈ mn+1

であることから, Λ → lim←− nΛ/(ωn) も環同型である. これらをつなぎ合わせる
と, O上の環同型

τ : R ∼→ Λ (1.7)
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を得る. τ(γ) = 1 + T である. 更に Rに逆極限の位相 (Rnには Rn
∼= O⊕pn

に
より右辺の自然な位相を入れる), Λに m進位相を入れるとき, τ は位相環とし
ての同型となる. τ は τ(γ) = 1 + T なるO上の連続環準同型として特徴付けら
れる.

次に, h(T ) ∈ Λ に T = (1 + q0)1−k − 1を代入することに対応する, Rの元へ
の操作について説明する. k ∈ Zに対し,

Γn → (O/qnO)× (γn(a) 7→< a >1−k mod qnO)

は (1.5)より well-defined な群準同型となる. これより誘導される環準同型を

ϕk−1,n : Rn → O/qnO (1.8)

で表す. これは更に

ϕk−1 = lim←− nϕk−1,n : R = lim←− nRn → lim←− nO/qnO ∼= O

なる連続環準同型を導くことが容易に分かる. ξ = (ξn)n≥0 ∈ R (ξn ∈ Rn) に
対し

ϕk−1(ξ) = lim
n→∞

˜ϕk−1,n(ξn) (1.9)

である ( ˜ϕk−1,n(ξn) は ϕk−1,n(ξn) の O への勝手な持ち上げとする). また
ϕk−1(γ(a)) =< a >1−k, ϕk−1(γ) = (1 + q0)1−k である.

補題 1.2.1. h(T ) ∈ Λとし, ξ = τ−1(h(T )) ∈ R とする (τ は(1.7) の同型). こ
のとき h((1 + q0)1−k − 1) = ϕk−1(ξ).

証明. h(T ) =
∞∑

n=0

anT
n とする. h(M)(T ) =

M∑
n=0

anT
n とおくと Λ の位相で

h(T ) = lim
M→∞

h(M)(T ) である. ξ(M) = τ−1(h(M)(T )) とおけば, τ−1 は O 上の

環準同型なので ξ(M) =
M∑

n=0

an(γ−1)n. τ−1の連続性より ξ = lim
M→∞

ξ(M)なので,

ϕk−1 の連続性からϕk−1(ξ) = lim
M→∞

ϕk−1(ξ(M))である. ϕk−1 は O 上の環準同

型だからϕk−1(ξ(M)) = ϕk−1(
M∑

n=0

an(γ−1)n) =
M∑

n=0

an((1+q0)1−k−1)n であり,

従って ϕk−1(ξ) = lim
M→∞

M∑
n=0

an((1 + q0)1−k − 1)n =
∞∑

n=0

an((1 + q0)1−k − 1)n =

h((1 + q0)1−k − 1)) (∈ O).
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1.3 f(T ; χ, c), u(T ; χ, c)の構成

本節では f(T ;χ, c), u(T ;χ, c)を構成し, (1.3)を満たすことを示す.
以下, χ は奇指標としその導手を N = m0p

e とする. qn = m0p
n+1 とおき,

Gn, Γn 等は §1.2 のとおりとする. K = Qp(χ) ⊂ Qp をQp に χ の値を全て付
加した体とし, O = Zp[χ] をその整数環とする.
n ≥ e− 1に対し,

ξn = ξn(χ) = − 1
qn

∑
0≤a<qn

(a,q0)=1

aχ(a)−1γn(a)−1 ∈ K[Γn] (1.10)

とおく. ξn(χ)はいわゆる Stickelberger 元 (∈ Q[Gn], cf. [Wa2] §6.2) からつ
くられたものである. Stickelberger 元は本論文で突然出てきたものではなく,
Iwasawa は先行論文 [Iw1], [Iw3] でこれについて研究している.

(1.6)と同様に m ≥ nに対し, πm,n|Γm : Γm → Γn が誘導する環準同型を

πm,n : K[Γm]→ K[Γn]

で表すことにする. もちろん Rn = O[Γn] ⊂ K[Γn] で, πm,nを Rmに制限した
ものは (1.6) に一致する. 次の事実には χが奇指標であることが必要である.

補題 1.3.1. m ≥ n ≥ e− 1に対し, πm,n(ξm) = ξn.

証明. 次のように変形する.

πm,n(ξm) = − 1
qm

∑
0≤a<qm

(a,q0)=1

aχ(a)−1γn(a)−1

=− 1
qm

∑
0≤a<qn

(a,q0)=1

pm−n−1∑
j=0

(a+ qnj)χ(a+ qnj)−1γn(a+ qnj)−1

=− 1
qm

∑
0≤a<qn

(a,q0)=1

pm−n−1∑
j=0

(a+ qnj)χ(a)−1γn(a)−1

=− 1
qn

∑
0≤a<qn

(a,q0)=1

aχ(a)−1γn(a)−1 −

 1
pm−n

pm−n−1∑
j=0

j

 ∑
0≤a<qn

(a,q0)=1

χ(a)−1γn(a)−1.

ここで χ(−1) = −1, γn(−a) = γn(a)より
∑

0≤a<qn

(a,q0)=1

χ(a)−1γn(a)−1 = 0なので結

論を得る.
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(c, q0) = 1 かつ c 6= ±1 なる整数 c を勝手にとる. n ≥ e に対し

ηn = ηn(χ, c) = (1− cχ(c)−1γn(c)−1)ξn ∈ K[Γn]

とおく.

補題 1.3.2. ηn ∈ Rn = O[Γn]で, m ≥ n ≥ e− 1に対し, πm,n(ηm) = ηn.

証明. πm,n(ηm) = ηn は補題 1.3.1 と πm,n : K[Γm]→ K[Γn] が環準同型である
ことから明らか. a ∈ Z, (a, q0) = 1 に対し, bn(a), sn(a) ∈ Z を

ac ≡ bn(a) (mod qn)

0 ≤ bn(a) < qn

bn(a)− ac = sn(a)qn

(1.11)

により唯一つ定まる数とする. aが 0 ≤ a < qn, (a, q0) = 1 を全て動くとき
bn(a)も同じ範囲を全て動くことに注意する.

ηn =− 1
qn

∑
0≤a<qn

(a,q0)=1

(aχ(a)−1γn(a)−1 − acχ(ac)−1γn(ac)−1)

=− 1
qn

∑
0≤a<qn

(a,q0)=1

(aχ(a)−1γn(a)−1 − bn(a)χ(bn(a))−1γn(bn(a))−1)

− χ(c)−1γn(c)−1
∑

0≤a<qn

(a,q0)=1

sn(a)χ(a)−1γn(a)−1

最後の式の第一項は上で述べたことにより 0となるので,

ηn = −χ(c)−1γn(c)−1
∑

0≤a<qn

(a,q0)=1

sn(a)χ(a)−1γn(a)−1 ∈ O[Γn] (1.12)

となる.

上の補題により,
η = η(χ, c) = (ηn)n≥0 ∈ R

(但し n < e− 1 に対しては ηn = πe−1,n(ηe−1) としておく) なので, (1.7) の同
型 τ を用いて

f(T ;χ, c) = τ(η(χ, c)) ∈ Λ

と定義する.
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定理 1.3.3. k ≥ 1 に対し,

f((1 + q0)1−k − 1;χ, c) =

(1− χ−1ω1−k(c)ck)(1− χ−1ω1−k(p)pk−1)L(1− k, χ−1ω1−k)

上式は次節で証明する. 次に (1.7) の同型 τ を用いて

u(T ;χ, c) = τ(1− cχ(c)−1γ(c)−1) ∈ Λ

とおく. 但し γ(c) = (γn(c))n≥1 ∈ Γ である.

u((1 + q0)1−k − 1;χ, c) = ϕk−1(1− cχ(c)−1γ(c)−1)

= 1− cχ(c)−1 < c >k−1= 1− χ−1ω1−k(c)ck

である (< c >= c · ω(c)−1より). c ∈ Z, (c, q0) = 1 かつ c 6= ±1 よりこの数は
0 でないので 定理 1.3.3 と合わせて次式 (所期の (1.3)) を得る:

f((1 + q0)1−k − 1;χ, c)
u((1 + q0)1−k − 1;χ, c)

= (1− χ−1ω1−k(p)pk−1)L(1− k, χ−1ω1−k).

u(T ;χ, c) についてもう少し見る. 1 + pZp において< c >= (1 + q0)d となる
d ∈ Zpが唯一つ存在する. よって

u(T ;χ, c) = 1− cχ(c)−1(1 + T )−d. (1.13)

(注: (1 + T )−d =
∞∑

m=0

(
−d
m

)
Tm, 但し

(
x

m

)
=
x(x− 1) · · · (x−m+ 1)

m!
, であ

る.) (1.13)より s ∈ Zp に対し u((1 + q0)s − 1;χ, c) = 1 − χ−1ω(c) < c >1−s

であり, < c >∈ 1 + pZp, < c >6= 1 であることから u((1 + q0)s − 1;χ, c) =
0 が成り立つのは χ−1ω(c) = 1 かつ 1 − s = 0 のときのみである. 従って
f((1 + q0)s − 1;χ, c)
u((1 + q0)s − 1;χ, c)

は s ∈ Zp, s 6= 1 の範囲で定義される. 特に χ 6= ω の場

合は, χ−1ω(c) 6= 1 となる c が存在するので, このような c をとることで全ての
s ∈ Zp で定義されることになる.
最後に

g(T ;χ) =
f(T ;χ, c)
u(T ;χ, c)

(1.14)

とおく. u(T ;χ, c) 6= 0より g(T ;χ) ∈ Q(Λ) (Q(Λ)は Λの商体)である. g(T, χ)
は Q(Λ) の元として c によらないことが次のように分かる. Weierstrass の準
備定理 (cf. [Wa2] Theorem 7.3, [SU] 命題 10.19, [SS] も参照) により, Λ の元
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h(T ) 6= 0に対し h(α) = 0 となる α ∈ pZp は高々有限個である. よって２つの
Λの元について無限個の α ∈ pZpを代入した値が一致するなら, その２つは等
しい. このことから全く同様のことが２つのQ(Λ)の元に対してもいえる. 任意
の k ≥ 1に対して g((1 + q0)1−k − 1;χ) は c によらない数であるので, 上の議
論により g(T, χ) は c によらない.

1.4 定理1.3.3の証明

定理 1.3.3を示す. k ≥ 1 をひとつ固定し,

χ1 = χ−1ω1−k

とおく. 次の計算がこの話の最もデリケートな部分である.

補題 1.4.1. ϕk−1,n(ηn) ≡ −(1− χ1(c)ck) ·
1
k
· 1
qn

∑
0≤a<qn

(a,q0)=1

χ1(a)ak (mod
qn
k
O)

証明. bn(a), sn(a) を(1.11)で定めたものとすると, (1.12) と ϕk−1,nの定義から

ϕk−1,n(ηn) ≡− χ(c)−1 < c >k−1
∑

0≤a<qn

(a,q0)=1

sn(a)χ(a)−1 < a >k−1

=− χ1(c)ck−1
∑

0≤a<qn

(a,q0)=1

sn(a)χ1(a)ak−1 (mod qnO)

となる (< a >= a · ω(a)−1より). 更に

bn(a)k = (ac+ sn(a)qn)k ≡ (ac)k + k · sn(a) · (ac)k−1qn (mod q2n)

より

sn(a)(ac)k−1 ≡ 1
k
· 1
qn

(bn(a)k − (ac)k) (mod
qn
k

Zp)

であるので,

ϕk−1,n(ηn) ≡ −χ1(c)
1
k
· 1
qn

(
∑

0≤a<qn

(a,q0)=1

χ1(a)bn(a)k −
∑

0≤a<qn

(a,q0)=1

χ1(a)(ac)k)

=− χ1(c)
1
k
· 1
qn

(
∑

0≤a<qn

(a,q0)=1

χ1(c)−1χ1(bn(a))bn(a)k −
∑

0≤a<qn

(a,q0)=1

χ1(a)(ac)k)

=− (1− χ1(c)ck)
1
k
· 1
qn

∑
0≤a<qn

(a,q0)=1

χ1(a)ak (mod
qn
k
O)

となる.
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これと補題 1.2.1, 及び(1.9)より,

f((1 + q0)1−k − 1;χ, c) = −(1− χ1(c)ck)
1
k

lim
n→∞

 1
qn

∑
0≤a<qn

(a,q0)=1

χ1(a)ak


(1.15)

を得る. さて, ここで一般 Bernoulli 数を導入する. 導手 N = m0p
e のDirichlet

指標 ρ に対し,

Fρ(t) =
N∑

a=0

ρ(a)teat

eNt − 1

とおき, その t = 0 での Maclaurin 展開を Fρ(t) =
∞∑

k=0

Bk,ρ
tk

k!
とおく. このと

きBk,ρ ∈ Q(ρ)である. 次はよく知られている.

定理 1.4.2 (cf. [Le1], [Iw6] §2 Theorem 1, [Wa2] Theorem 4.2). k ≥ 1に対し,

L(1− k, ρ) = −
Bk,ρ

k
.

そして次の定理が証明の核心である. 証明は §1.5で与える.

定理 1.4.3 (Leopoldt[Le1], cf. [Iw6] §2 Lemma 1). Qp(ρ) において

lim
n→∞

1
qn

qn∑
a=0

ρ(a)ak = Bk,ρ.

但しここでも (1.1)で定めた ι∞, ιp によって Q(ρ) ↪→ Qp(ρ) としている.

系 1.4.4. lim
n→∞

1
qn

∑
0≤a<qn

(a,q0)=1

ρ(a)ak = (1− ρ(p)pk−1)Bk,ρ.

証明.
1
qn

∑
0≤a<qn

(a,q0)=1

ρ(a)ak =
1
qn

(
qn∑

a=0

ρ(a)ak −
qn−1∑
a=0

ρ(pa)(pa)k) =
1
qn

qn∑
a=0

ρ(a)ak −

ρ(p)pk−1 1
qn−1

qn−1∑
a=0

ρ(a)ak である ((a,m0) 6= 1ならば ρ(a) = 0であることに注

意). これを n→∞ とすることで定理 1.4.3 より結論を得る.

これと定理 1.4.2, (1.15)より

f((1 + q0)1−k − 1;χ, c) = −(1− χ1(c)ck)(1− χ1(p)pk−1)L(1− k, χ1)

となり定理 1.3.3が示された.
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1.5 Leopoldtの定理の証明

定理 1.4.3の証明を与える.

Fρ(t, x) = Fρ(t)ext =
N∑

a=0

ρ(a)te(a+x)t

eNt − 1

とおき, t に関するMaclaurin展開を Fρ(t) =
∞∑

k=0

Bk,ρ(x)
tk

k!
とおく. このとき

Bk+1,ρ(x) =
k+1∑
j=0

(
k + 1
j

)
Bj,ρx

k+1−j ∈ Q(ρ)[x] (1.16)

であることが, Fρ(t, x) =
∞∑

j=0

Bj,ρ
tj

j!
·

∞∑
m=0

xm t
m

m!
よりわかる.

Fρ(t, x)− Fρ(t, x−N) =
N∑

a=0

ρ(a)te(a+x−N)t =
N∑

a=0

ρ(a)t
∞∑

m=0

(a+ x−N)m t
m

m!

より tk+1 の項を見比べて

Bk+1,ρ(x)−Bk+1,ρ(x−N) = (k + 1)
N∑

a=1

ρ(a)(a+ x−N)k

を得る. これから

1
k + 1

(Bk+1,ρ(mN)−Bk+1,ρ(0)) =
mN∑
a=1

ρ(a)ak. (1.17)

また, (1.16)より k ≥ 1に対し,

Bk+1,ρ(x)−Bk+1,ρ(0) = (k + 1)Bk,ρx+ x2 ·

k−1∑
j=0

(
k + 1
j

)
Bj,ρx

k−1−j


であるから,

lim
n→∞

1
pnN

(Bk+1,ρ(pnN)−Bk+1,ρ(0)) = (k + 1)Bk,ρ.

(1.17)とあわせ lim
n→∞

1
pnN

pnN∑
a=1

ρ(a)ak = Bk,ρ を得る. これで定理は証明された.
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注意 1.5.1. Kubota-Leopoldt による定理 1.1.1 のオリジナルの証明 ([K-L]) に
ついてここで述べておく.

Lp(s, χ−1ω) =
1

s− 1
lim

n→∞

1
qn

∑
0≤a<qn

(a,q0)=1

χ−1ω(a) exp((1− s) logp < a >)

とおくと, 右辺の極限は {s ∈ Cp | |s|p < pp−2/p−1} において収束して連

続（解析的）関数となることが示される. 但し exp(x) =
∞∑

n=0

xn

n!
, logp(x) =

∞∑
n=1

(−1)n+1 (x− 1)n

n
. 更に (1.2)を満たすことが系 1.4.4から分かる.

1.6 第一種と第二種の指標

導手が p で高々一回割れる Dirichlet 指標を第一種 (first kind) の指標, 導手
が p べきで位数が p べきの Dirichlet 指標を第二種 (second kind) の指標とよ
ぶ. これは恐らくこの [Iw5]で導入された概念である. 一般の指標は, 次のよう
にこの二種類の指標の積に一意的に分解される. 導手N = m0p

e ((m0, p) = 1,
e ≥ 2) の指標 χ : (Z/NZ)× → C× に対し, Ge−1 = (Z/NZ)× の (1.4) の直積
分解

(Z/NZ)× ∼= ∆e−1 × Γe−1, σe−1(a) 7→ (δe−1(a), γe−1(a))

を用いて λ, µ を

λ(a) = χ(δe−1(a)), µ(a) = χ(γe−1(a)) (a ∈ Z, (a, q0) = 1)

と定義すると,これらも (Z/NZ)× → C× なる Dirichlet指標となる. λは G0 =
(Z/m0pZ)× を経由する導手 m0 または m0p の第一種の指標, µ は (Z/peZ)×

を経由する導手 pe で位数 p べきの第二種の指標であり,

χ = λµ (1.18)

を満たす. このような χ の分解は上の条件で一意的である.
以下, 上の分解 (1.18) に対し, §1.2 の (1.14) で定義した, p 進 L 関数を与

える Q(Λ) の元 g(T, χ) と g(T, λ) を比較する. ζ = µ(1 + q0)(= χ(1 + q0))
とおく. ζ は 1 の p べき乗根である. k ∈ Z に対し, (1.8) に類似の環準同型
ψk−1,n : Rn → O/qnO を γn(a) 7→ µ(a) < a >1−k mod qnO により定める. こ
れは well-defined であり, さらに ϕk−1 と同様に連続環準同型

ψk−1 = lim←− nψk−1,n : R = lim←− nRn → lim←− nO/qnO ∼= O
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を導く. このとき, 補題 1.2.1 と同様に h(T ) ∈ Λ, ξ = τ−1(h(T )) ∈ R に対し,
ψk−1(ξ) = h(ψk−1(γ)− 1) = h(µ(γ)(1 + q0)1−k − 1) = h(ζ(1 + q0)1−k − 1) が
成り立つ. ここで (1.12)より

ψk−1,n(ηn(λ, c))

≡− λ(c)−1µ(c)−1 < c >k−1
∑

0≤a<qn

(a,q0)=1

sn(a)λ(a)−1µ(a)−1 < a >k−1

≡ϕk−1,n(ηn(χ, c)) (mod qnO).

よって, ψk−1(η(λ, c)) = ϕk−1(η(χ, c)),従って f(ζ(1+q0)1−k−1;λ, c) = f((1+
q0)1−k − 1;χ, c) が成り立つ. つまり f(ζ(1 + T ) − 1;λ, c) と f(T ;χ, c) は無限
個の pZp の元 ((1 + q0)1−k − 1 たち) を代入した値が一致するので, §1.3 の最
後に述べたことにより, Λ の元として

f(ζ(1 + T )− 1;λ, c) = f(T ;χ, c)

が成り立つ. また, (1.13) より

u(ζ(1 + T )− 1;λ, c) = 1− cλ(c)−1ζ−d(1 + T )−d

= 1− cλ(c)−1µ((1 + q0)d)−1(1 + T )−d = 1− cλ(c)−1µ(c)−1(1 + T )−d

= u(T ;χ, c) (1.19)

なので, 次が成り立つ.

定理 1.6.1. χ = λµ を (1.18) の χの第一種と第二種の指標への分解とすると,

g(T ;χ) = g(ζ(1 + T )− 1;λ).

最後に λ 6= ω の場合について注意しておく. このときは λ−1ω(c) 6≡ 1
(mod πO) となる c が存在する. この c に対し, u(0;λ, c) = 1− λ−1(c)c ∈ O×

であることから u(T ;λ, c) ∈ Λ× となる. 従って g(T ;λ) ∈ Λ である.

1.7 円分体の数論との関係

この節は [Iw3] の結果の要約である. 奇素数 p に対し Gn = (Z/pn+1Z)× と
おき, (1.4) によってGn

∼→ ∆n × Γn, σn(a) 7→ (δn(a), γn(a)) と分解する (今の
場合 m0 = 1). 0 ≤ i ≤ p− 2 に対し

ε(i)n =
1

p− 1

p−1∑
a=0

ω(a)−iδn(a) ∈ Zp[∆n] (⊂ Zp[Gn])



1.7. 円分体の数論との関係 13

とおく. また,

ξn = − 1
qn

∑
0≤a<qn

(a,q0)=1

aσn(a)−1 ∈ Q[Gn]

を Stickelberger 元という. ε(i)n ξn = ε
(i)
n ξn(ωi) が成り立つことが分かる. ここ

で右辺の ξn(ωi) は, (導手 1 又は p の指標) χ = ωi に対し (1.10) で定義され
る Qp[Γn] の元である. i 6= 1 ならば ξn(ωi) ∈ Rn = Zp[Γn] (⊂ Zp[Gn]) である
(O = Zp[ωi] = Zp であることに注意).
Fn = Q(ζpn+1)とおく. よく知られているように標準的に Gal(Fn/Q) ∼= Gn

である. 以下両者をこの同型で同一視する. An を Fn のイデアル類群の p-part
An = Cl(Fn)[p∞] とする. An には Gal(Fn/Q) が作用しているので Zp[Gn] 加
群となる.

A(i)
n = ε(i)n An

とおく. A(i)
n は Rn = Zp[Γn] 加群であり, An = ⊕p−2

i=0A
(i)
n である. m ≥ n に対

し, 自然な写像 A
(i)
n → A

(i)
m があるが, これによる順極限を

A(i) = lim−→ nA
(i)
n

とおく. A(i) は R = lim←− nRn が連続に作用する p-torsion の離散群である.

X(i) = HomZp(A
(i),Qp/Zp)

を A(i) の Pontrjagin 双対とする. ξ ∈ R が x ∈ X(i) に (ξ · x)(c) = x(ξ · c)
(c ∈ A(i)) と作用することにより X(i) は compact な R 加群となる. そこで
(1.7) の同型 τ を通じて X(i) を Λ 加群とする.

定理 1.7.1. F+
0 = Q(ζp + ζ−1

p ) を F0 の最大総実部分体とし, A+
0 を F+

0 のイ
デアル類群の p-part とする. A+

0 = {0} と仮定する. このとき次の Λ 加群とし
ての同型が成り立つ.

X(i) ∼=

0 (i = 1 又は i が偶数)

Λ/(g(T ;ωi)) (i 6= 1 で i が奇数)

但し g(T ;ωi) は(1.14)で定義されたもの. §1.7 の最後でみたように i 6= 1 で i

が奇数ならば g(T ;ωi) ∈ Λ である.

これがいわゆる岩澤主予想のはじまりで, その根拠となった結果である. Iwa-
sawa は本論文で「この結果は代数曲線のゼータ関数に対する A. Weil のよく知
られた定理の類似とみなすことが出来る」と述べている. (詳しくは [Iw2], [Iw4]
を見よ. [SS] も参照のこと.)
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証明には Fn の p 上の素点が唯一つであること, A+
0 = {0} ならば A

(i)
n は Rn

上 cyclic であること (鏡映原理), ξn(ωi)A(i)
n = {0} (Stickelberger の定理), 解析

的類数公式などが必要である. [Wa2] Chap. 13 も参照のこと. また, A+
0 = {0}

は一般に Vandiver 予想とよばれている.

1.8 p 進 L 関数の様々な構成法と一般化

前節までが [Iw5] の内容の紹介であった. この節では, この論文の前後で発見
された (Kubota-Leopoldt の) p 進 L 関数の様々な構成法について述べ, p 進 L

関数の一般化のいくつかについて触れる.
まず p 進 L 関数の構成については, 次が挙げられる. [Mo], [SU], [Wa2] も参

照のこと.

(1) Kubota-Leopoldt によるオリジナルの方法 ([K-L]).

(2) Stickelberger 元を用いる方法 (Iwasawa [Iw5], 本稿で紹介, [Wa2] Chap. 7
も参照.)

(3)円単数と Colman べき級数の理論を用いる方法 (Iwasawa [Iw3], Coleman
[Co]. [Wa2] Chap. 13 も参照).

(4) Amice-Fresnel の方法 ([A-F]).

(5) p 進 modular form の理論と Eisenstein 級数を用いる方法 (Serre [Se].
[Katz1] も参照).

(6) Γ-transform を用いる方法 (Leopoldt [Le2]. [Wa2] Chap. 12 も参照).

(7) Washington の方法 ([Wa1]. [Wa2] Chap. 5 も参照).

次に, p 進 L 関数の様々な方向への一般化のうちのいくつかを紹介する. そ
れらの構成法には, 上の構成法 (1)–(7)のいずれかがそれぞれの特性に応じて応
用されている.

・総実体の p 進 L 関数

代数体F 上の類指標 (合同類群の指標) χに付随して Hecke L関数 L(s, χ)が
定義される. F が総実体で, Ker(χ)に対応する体が CM体となる奇指標 χに対
し, Kubota-Leopoldt の p 進 L 関数に類似した, L(1− k, χ−1ω1−k) (k ≥ 1) を
補間する関数Lp(s, χ−1ω)が定義される. 構成法は, (6)の方法で Barsky ([Ba]),
Cassou-Nogues ([Ca]), (5) の方法で Deligne-Ribet ([D-R]).

・CM 楕円曲線の p 進 L 関数

EをQ上定義された虚数乗法をもつ楕円曲線とする. E/Q のHasse-Weil L
関数 L(s,E) はある虚二次体上の量指標 ψ の Hecke L 関数 L(s, ψ) に一致す
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る. このとき p 進 L 関数 Lp(s,E) が L(k, ψk) (k ≥ 1) を補間する関数として
定義される. 構成法は, (3) の方法で Coates-Wiles ([C-W]), (5) の方法で Katz
([Katz2]).

・modular form の p 進 L 関数

f を重さ k の Hecke eigen cusp new form とする. Dirichlet 指標 χ に対し,
L 関数 L(s, f, χ) が定義される. f と χ に付随して, L(j, f, χρ) (1 ≤ j ≤ k− 1,
ρ は第二種の指標) を補間する p 進 L 関数が定義される. 構成法は, (2) の
方法で Mazur-Swinnerton-Dyer [M-S], Manin [Ma], Mazur-Tate-Teitelbaum
[M-T-T], (3) の方法で Kato [Kato].

この他にも anticyclotomic 拡大の p 進 L 関数, deformation の p 進 L 関数,
多変数 p 進 L 関数, 非可換 p 進 L 関数など多様なものがある.
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